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Einleitung

In der Arbeit "Some problems on differentisble and complex
manifolds" hat F. Hirzebruch w.a. folgende Probleme zur
Untersuchung vorgeschlagen:

Problem 25. Man bestimme alle komplexen Strukturen auf der

zu der 2-dimensionalen Quadrik P1x Pq gehdrigen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit.

In [T5] war gezeigt worden, daB es unendlich viele ver-
schiedene komplexe Strukturen auf P1><P1 gibt, nédmlich die
Hirzebruchschen z;lsFléchen mit geradem n .

Problem 28. Man bestimme alle komplexen Strukturen auf der
dem komplexen projektiven Raum Pn zugrunde liegenden diffe—
renzierbaren Mannigfaltigkeit.

Problem 28% Man bestimme alle Kdihlerschen komplexen Strukturen
auf Pn

Problem 29. Gibt es eine zu PZm diffeomorphe Kdhlersche
Mannigfaltigkeit mit negativer erster Chernscher Klasse?
("Differenzierbar" bedeutet in dieser Arbeit stets "diffe-
renzierbar vom Typ C® " (alle partiellen Ableitungen existie-
ren und sind stetig)n Ein Diffeomorphismus f : M— M' zwei-
er Mannigfaltigkeiten ist eine injektive Abbildung, so daB £

und £~ differenzierbar sind.)

Wahrend Problem 28 fiir n>1 bis Jjetzt noch nicht gelost ist,
wurde 28% von Hirzebruch und Kodaira fiir ungerades n geldst.
([19]): BEs gibt nur die iibliche Kdhlersche Struktur auf P2m+1°
Fiir gerades n erhielt man nur ein Teilresultat, weil Pro-

blem 29 bisher ungeldst ist.

Fiir Problem 25 erhielt Andreotti ein Teilresultat ( (11 )
Bine zu der 2-dimensionalen Quadrik PJXP,f diffeomorphe

Kéhlersche Mannigfaltigkeit X 1ist eine ZZm-Fléche9 falls



noch eine gewisse Bedingung flir die positiven Cohomologie-

klassen aus Hz(x,z) erfiilllt ist.

Ferner sind in diesem Zusammenhang folgende Resultate von
Kodaira zu erwdhnen: Jede Kdhlersche Deformation eines pro-
Jektiven Raumes Pn ist der projektive Raum Pn . Jede De-
formation von P2 ist P2 ([27])a Die Frage, ob auvch flur
n >2 jede Deformation von P wieder P ist ¢ Lol o
Problem 8), ist ungeldst. Fiir die > -Fléchen war bekannt:

Jede Kédhlersche Deformation einer E:-Flache ist eine

> ~Flache ([14] ).

Die vorliegende Arbeit enthdlt Untersuchungen im Zusammen-
hang mit dem angedeuteten Problemkreis. Problem 28% wird
statt fiir Pn fir die singularitidtenfreie komplexe projek-
tive Quadrik Qn untersucht. Es zeigt sich, daBl flir n42
die gleiche Situation wie bei den projektiven RAumen vorliegt
- Dbezliglich der geldsten ebenso wie beziliglich der ungeldsten
Probleme ~ . Insbesondere wird also gezeigt (30207): Jede zu

Q2m+1
morph dguivalent zu Q

diffeomorphe Kédhlersche Mannigfaltigkeit ist biholo=
2m+1

Dieser Satz wurde etwa gleichzeitig in meiner Diplomarbeit
und unabhéngig davon auf anderem Wege von A, van de Ven be-
wiesen (unVerbffentlicht)o Er wurde von van de Ven in [42]
benutzt, um einen Satz iiber Kompaktierungen zu beweisen,
Wie bei den projektiven Raumen folgt aus (3.2.7): Jede
Kahiersche Deformation von Qn , nk2 , ist wieder die sin~-

gularitdtenfreie Quadrik.

Fiir die zweidimensionale Quadrik hat man keine solchen Unizitats-
sidtze, sondern stattdessen die oben erwdhnten Resultate iiber

2 -Flachen. Die > -Flichen sind genau die holomorphen Faser-
blindel iiber P mit Faser P, . In dieser Arbeit wird gezeigt,

1 1
daB sich viele Resultate iber 2 -Fléchen verallgemeinern las-
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sen auf §:=Mannigfaltigkeiten, d.h. holomorphe Faserblindel

ubenr . P mit Faser P .
1 n

Aus Grothendiecks Klassifizierung der holomorphen Vektor-
blindel iiber P1 " zusammen mit SAtzen von Remmertergibt sich
sofort die Klassifikation der E:-Mannigfaltigkeiten als
holomorphe Faserbiindel: Jede §:=Mannigfaltigkeit ist eine

Mannigfaltigkeit Eia o wobei zia - die in
17 2 n 170 ey

P,!)(P2

durch die Gleichungen

o beztiglich bihomogener Koordinaten (yo9y1;xogoo?x2n)

:0 i=19oogl’1

).

gegebene. algebraische Mannigfaltigkeit ist (Osgaqggoog;an

Die ZL=Mannigfa1tigkeiten werden differentialtopclogisch

und analytisch vollstdndig klassifiziert (4.3.1) E:a .
,EQDOQJn

und E:b gind biholomorph dquivalent,genau wenn

1,ao,bn
a; = bi s 1 = 1y600,n . 8ie sind diffeomorph, genau wenn
Zai L 2b = olnel)
Alle Z:—Mannigfaltigkeiten sind rational. Es 18B%t sich ge-
nau angeben, wie z:a . aus P?x Pn durch 6 -Pro-
! 'n 6 -Prozesse entsteht (4.3.3).

gleicher Dimehsion
Alle 2 -Mannigfaltigkeiten“sind also verwandte komplexe

zesse und inverse

Riume im Sinn von [34] . Die einzigen komplexen Urrdume davon
(minimale Modelle) im Sinn von [34] sind die homogenen Réu-
me P1><Pn (40504)0 Die iibrigen 21~Mannigfaltigkeiten

sind fast-homogen, aber nicht homogen, wie sich aus der

Untersuchung ihrer Automorphismengruppen ergibt (4.1.10).

Der Versuch, das Andreottische Regultat auf E:—Mannig—
faltigkeiten zu ibertragen, stoB8t auf Schwierigkeiten. s

gelang lediglich, eine dhnliche Aussage mit einer stdrkeren
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Voraussetzung zu beveisen (40403)9 wobel ebensowenig wie
im Fall der 2 -Fldchen bzw. wie bei Problem 29 klar ist,

ob diese Voraussetzung iiberfliissig ist.

Immerhin ist Satz 4.4.3 stark genug, um mit seiner Hilfe
7zu beweisen: Jede hinreichend kleine Deformation einer

Y -Mannigfaltigkeit ist eine 2 -Mannigfaltigkeit (4 5 a0

Die EZ-Mannigfaltigkeiten lassen sich in Bezug auf c-Ho-
motopie im Sinne von Kodaira vollstédndig klassifizieren

(4.5.3) z:a19°o9a_ und E:bqseugbn sind ineinander de-

formierbar, genau wenn E:ai - E:bi 0(n+1) .

Es zeigt sich hier also eine Erscheinung, die bel den
z:mFléohen noch nicht auftritt: Ist n gerade und
Zai iy biEO(n+’;) : Zai$0(n+1) , S0 sind

und Zﬁb zwar orientierungstreu diffe-

aq,co,a 19Mgb

n n
omorph, aber nicht ineinander deformierbar, denn sie haben
wesentlich verschiedene Chernsche Klassen. - TIThre Chernschen

Zahlen stimmen hingegen iberein. -

Die komplexe Struktur wvon }:a . ist lokal stabil bzgl.
g2 e0aBy

Deformationen, genau wenn ai:g1 fir d=d ., can:. Tn den an-

deren Fédllen lassen sich explizit "maximale'" Deformationen an-

geben (4.5.4)

Die Beweismethoden kommen aus der algebraischen Geometrie und
der komplexen Analysis sowie der algebraischen Topologie. Die
letztgenannten Methoden wurden von F. Hirzebruch entwickelt

( [17] , [18] ) . Sie liefern mit Hilfe des Satzes von Riemann-
Roch hier Informationen iiber die Chernschen Klassen und iber
die Dimension von Divisoren auf algebraischen Mannigfaltigkei-

ten, die diffeomorph sind zu P_ bzw. Q  bzw. E:a :
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.In Satz 2.2.3 wird unter Benutzung von Resultaten aus [2]
eine Anwéndung dieser Methoden auf gewisse homogene Riume

gegebeno :

Herrn Professor.Hirzebruch mochte ich herzlich danken fﬁ;
sehr viele Anregungen und filir die Fdrderung dieser Arbeit.
Ebénso danke.ich Herrn Professor Remmert sowie Herrn Pro-
fessor van de Ven fiir die Anregungen, die ich wdhrend mei-

nes Aufenthaltes in Erléngen von ihnen erhalten habe.
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§ 1. Vorbereitungen

1,1, Algebraische Mannigfaltigkeiten und Kédhlersche

Mannigfaltigkeiten

Dieser Paragraph dient lediglich der Festlegung einiger Begriffe
und Bezeichnungen und der Zusammenstellung von einigen spdter be-

notigten bekannten Tatsachen.

Definitionemn: Eine algebraische Varietdt ist ein irre-

1 : :
duzibler komplexer Raumg)der einer analytischen Teilmenge eines

komplexen projekfiven Raumes Pn biholomorph dquivalent ist.

Eine algebraische Mannigfaltigkeit ist eine singularitdtenfreie
algebraische Varietdt. Eine K&hlersche Metrik auf einer kompakten
komplexen Mannigfaltigkeit X dst eine positiv definite Hermitéw
sche Me't‘rik g ¢ T@®T—>C des komplexen kontravarianten Tangenti-
albiindels T von X , fiir welche die durch W (v,w) :=

Imasgindrteil (g(v,w)) definierte reelle C®-Differentialform
geschlossen ist; die zu w gehdrige Cohomologieklasse aus H2{X9R)
heiBt Fundamentalklasse der Kdhlerschen Metrik. Eine Cohomologie-
klasse aus HZ(ngj heiflt positiv, wenn sie bei dem Koeffizien-
tenhomomorphismus HZ(XQZ)——eHZ(XgR) in die Fundamentalklasse
einer Kdhlerschen Metrik ilibergeht. Ein holomorphes Geradenbiindel
€ heift positiv, wenn seine erste Chernsche Klasse szE:3 PO-:

sitiv ist. Eine K&hlersche Mannigfaltigkeit ist eine kompakte

komplexe Mannigfaltigkeit, auf der es eine Kdhlersche Metrik gibt.
Eine Hodge-Mannigfaltigkeit ist eine Kdhlersche Mannigfaltigkeit
Xy flir die es eine positive Cohomologieklasse in H2(XDZ) gibt,
Bs sei Xn eime kompakte komplexe Mannigfaltigkeit TJD qu)

das k=fache alternierende Produkt des kovarianten komplexen
Tangentialbiindels., Fiir die erste Chernsche Xlasse 01(X) 701

N eatl cj(x) = - c1(T(n)) . Fir ein holomorphes Vektorbiindel

N bezeichne Hq(ng } die g-te Cohomologiegruppe mit Koeffizi-

enten in der Garbe der Keime von holomorphen Schnitten in Tl o
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q(ng)) dst ein endllchdlmenulondler komplexer Vektorraum
mit DimensionOfilir g>n.LEs sei n¥’ q(X) s dlmc Hq(X T(p) 2
Bs gilt (zu 1.1.1 vgle [39]5 zu 1.1.2 etwa [18], § 15; zu

1.1.3 [25] Theorem 3):

Satz 1.1.1, {Serre-Dualitit)

(P)) > HH=Q(X RS m(n~P))

a ; r
H(Xn“zé@P Rl Ee S

(dabei bezeichnet g* das duale Biindel zu g ) .

Satz 1,1.20

o AR NI

Fur eine K&dhlersche Mannigfaltigkeit 'Xn mit m-ter Bettizahl

bm gilts

i) Dins EZ i o
p+g=m

14 cpPedins 4P

{4 et s

satz 1,13,
Ist fiir ein holomorphes Geradenbilindel & iiber einer Hodge-Man-
nigfaltigkeit Xn mit dem kanonischen Geradenbilindel K := T(n)

o . :
E ®K '/ positiv, so gilt
q

Hogdne e -0 2nin g >0,

Kodaira hat folgende Charakterisierung der algebraischen Mannig-

faltigkeiten gefunden (zu 1.1.4 v gl.[26], zu 1.1.5 [291):

Eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit ist algebraisch, genau

5 wenn sie eine Hodge-Mannigfaltigkeit ist.

Hieraus folgt:e

Bine Kdhlersche Mannigfaltigkeit mit ho'°2 = O ist algebraisch,

" AT



Mannigfaltigkeiten

Es sel Vn eine algebraische Mannigfaltigkeit. Iiin algebraischer
Zykel ist eine endliche formale Summe algebraischer Untervarietéd-
ten. Zu zwel Untervarietdten Vé 5 Vb mit rein (a+bun)—dimen=
sionalem Durchschnitt ist der Schnittzykel Va°Vb definiert.

Damit wird die Menge der rationalen Restklassen algebraischer
7ykeln zu einem Ring, dem Chow-Ring (vgl. [T])-

Folgende Tatsachen sind wohl bekannt (zu 1.2,1 vgl. in [4] die Sét=
ze 4.15, 1.11, 1.12, zu 1.2.2 vgl. [4] 3.4 zusammen mit [31]):

Bs gibt einen Homomorphismus des Chow-Ringes in den ganzzahli-
gen Cohomologiering im Sinn von Grothendieck [7] 4 - 16,

Man kann also jedem a-dimensionalen algebraischen Zykel Za
einer algebraischen Mannigfaltigkeit Vn eine "duale" Cohomo-
logieklasse C(Za) € Hz(n“a)(vngz) zuordnen, derart daB, wenn

fir zwel Zykeln ZaE,Zb zanz definiert ist, gilt

b

c(Zd>Z = Q(Za)u C(Zb)

&)
Sind die Komponenten von Za singularitdtenfrei, so ist C(Za)
vermége Poincaré-Dualitdt dual zu der durch ‘Za definierten

Homologieklasse.

Sty 1.0,

Vn sei eine algebraische Mannigfaitigkeit, Xp eine algebrai-:

sche Untervarietdt mit der dualen Cohomologieklésse c(Xp) und

N
g ¢ H(V,Z) positiv. Dann gilt:

R Lo e ar L

g U c(xp) [v]l >0 3)

Wenn eine algebraische Mannigfaltigkeit V eine geeignete

Zellenzerlegung besitzt, 1d48% sich dadurch der Cohomologiering

RTINS

berechnen (zum Folgenden vgl. [4] 6.4).
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Definition: Eine algebraische Zellenzerlegung von V

ist eine disjunkte Zerlegung von V in endlich viele gerade-

dimensionale Zellen X(i) ; S0 daB gilt:

1) R ‘ist offeniin. sciner abgeschlossenen Hillle 7(2)

ii) 'f(i) = X\i} ist Vereinigung endlich vieler X(j) niedri-
gerer Dimension

iii) Die abgeschlossene Hiille i(i) von X(i) in V dist eine

algebraische Untervarietdt von V .

Satz 1.2,3,

Fiir eine algebraische Mannigfaltigkeit V mit einer algebra-
ischen Zellenzerlegung X(i) ist H* (V,Z) eine freie abel-
sche Gruppe, die von den zu X : gehdrigen dualen Cohomologie-

klassen c(X 3 ) erzeugt wird.

J.3. Divisoren und holomorphe Geradenbindel

Ein Divisor auf einer algebraischen Mannigfaltigkeit. Vn ist
eininw1)=dimensionaler algebraischer Zykel auf Vn » G sei

die abelsche Gruppe aller Divisoren auf V , Gr die Untergrup-
pe der rational nullédquivalenten Divisoren, d.h. der Hauptdivi- -
soren’,

Fiir eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit X lassen sich
Divisoren folgendermafen definieren: Sei CX bzw; Q} die Garbe
der Keime lokaler nichtverschwindender holomorpher bzw, mero-
morvher Funktionen, 4) Die Divisoren von X sind die Ele-

mente der additiven Gruppe Ho(XQQ}/C* }
‘W

Flir eine algebraische Mannigfaltigkeit X ist jedem D e€ G
vermdoge der die Komponenten von D definierenden lokalen ho-
lomorphen Funktionen ein Divisor aus HO(X99¥/Q§) zugeordnet.
Ferner veranlaBt die exakte Sequenz

* e
Oﬂcw —90(]., > U/ Czs—ﬁ()

eine exakte Cohomologiesequenz
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: oo_éHo(X9 OA’) —£5 HO(X9 O&/o*)"\g——}‘ Hf](XQCSJ—%M
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Durch 8° st jedem Divisor D ein komplex-analytisches
¢*.-Blindel [D] = BO(D)STi zugeordnet, und damit auch eine
Isomorphieklasse holomorpher Geradenblindel '{D} , da
H?(cht)) die holomorphen Geradenbiindel klassifiziert (wvgl.
[18] 3.2.7, 3.2.b). Dabei entspricht die Multiplikation in

HﬁCchtj ) dem Tensorprodukt von Geradenbiindeln.

Satz 1.%.1.

X seil eine algebraische Mannigfaltigkeit, <9X die Garbe

der holomorphen Funktionskeime

i) Es gibt natiirliche Gruppenisomorphismen
O v
G g HX, %/ % ) h 17 *
/Gr—> Cw /pHO(X,,OJ,)_'_)’H \X~°Gw)

ii) Ist D ein Divisor, c(D) seine Cohomologieklasse, cq({D})
Jj i
die erste Chernsche Klasse von {,D} 0 O der verbindende

5)

Homomorphismus in der exakten Cohomologiesequenz

i ‘1 = e e
ooo——%H1(x9<9X)_—4H’(xgcz )_é—éHz(xpz)-—9H2(XQC)X)-—>DOO 5

so gilt

o(p) = ¢ ({D}} - § [n]

Zum Beweis: Die Isomorphismen sind durch die oben angege-
benen Zuordnungen definiert. Die Injektivitdt von g wund h
ist trivial. Zur Surjektivitdt von h wvgl. [24] p.874.

Zur Surjektivitdt von g vgl. [40] prop.18 und [43] p.26.
s(D) = 01({_D} ) wird in[4]4.13 bewiesen, c,({D}) =
8" [p] in[187 4.3.1. '

Bemerkung: Insbesondere ist also nach 1.3,1 ii) und 1.1.2

/! ~
B (X,C¥ )—H(X,2) injektiv fir b, = 0 und
surjektiv fir b2 <2 .

( b, = i - te Bettische Zahl von X )



§ 2. Abhdngigkeit gewisser Invarianten der komplexen Struktur:

vom Diffeomorphietyp

2.1, T- und :K—Charakteristik und erste Chernsche Klasse

Es seien Cl9Cppcen Unbestimmte, § die rationalen Zahlen,
co;f 1 . Im Polynomring @ [6190 ,q,o] werde ciyoozci das
Gewicht 11+o“+1k zugeordnet. Es existiert eine elndeutlg be-
stimmte Folge von Polynomen Tj(c1,oao,cj) (j=0,1,uuo; TO = 1)
vom Gewicht § mit folgenden Eigenschaften ( vgl. hierzu [18]
§ 1): :

i) Es seien X’Ci’ci fir i 2 1 TUnbestimmte, cozcé=cg=1

Aus der formalen Gleichung

Zc x ) Zc xJ> Zc"x folgt

o i=o 5 s :
! . " 1t "
(;i?ch1,ooa,c e ? E;FJ(C],eogCJ)Y ) = k:oTk(C19 9ck)x
) Eioml( s e

Bs sei Xn eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit mit den

Cherrischen Klassen 25 Cp und den Pontrjaginschen Klas-

Cliiar
,]9
sen  D., ferner ¥ ein stetiges komplexes Geradenbindel

Uber X mit erster Chernsche Klasse cq(g)
r FEg 1
I(X,2) s= (e _1§=0Ti(c1,..“,ci)) o]

heiBt Todd-Charakteristik vongn

Aus Resultaten von Hirzebruch und Milnor ergibt sich {(vgl.

[20] p.130)

Satz 2.1.1.

T(X,E) ist eine ganze Zahl,



TLemma 2.71.2.

T(ng) = < A2 (E)chzﬁ'

M8
8

o) [x ]

i

0

743 i
Dabei sind die Ai(p15ooo9pi) gevwisse Polynome in-den
N

Pontrjaginschen Klassen, A =1 (vels [18) 1.3:(7)5
NG ErR e e R ) '

Die in dieser Formel auftretenden Pontrjaginschen Klassen
sind Invarianten des Diffeomorphietyps. Als Invariante der
komplexen Struktur von X tritt nur C, auf . 2.1.2 -wird
zusammen mit dem folgenden Lemma 2.1.5%. und dem Satz von
Riemann-Roch-Hirzebruch eine Aussage dariiber ermdglichen,
in welchem MaBe filir zwei algebraische Mannigfaltigkeiten
mit dem gleichen Diffeomorphietyp die erste Chernsche Klas-
ge der einen Mannigfaltigkeit bereits durch den Diffeo-
morphietyp und die erste Chernsche Klasse der anderen Man-

nigfaltigkeit festgelegt ist (siehe 2.1.6).
Folgende Tatsache ist wohl_ bekannt (vgl. [41]4108)

Lemma 2.1.3%.

g)sei ein stetiges U(n)-Bindel iiber einem Raum_-X o abue
den der Bindel-Klassifikationssatz gilt, c(g ) seine to-
tale Chernsche Klasse und w(‘g) die totale( Stiefel-
Whitneysche Klasse des zugehorigen GL(En,R)—Bﬁndels,

X der Koeffizientenhomomorphismus H*(X,Z)~—->H*(X,Zz)°

Dann gilts % (C(‘_%)) . W(E) :

Insbesondere geht also die Chernsche Klasse einer kom-
plexen Mannigfaltigkeit bei Reduktion modulo 2 in die
Stiefel-Whitneysche Klasse liber, die eine topologische

Invariante ist.



Die Todd-Charakteristik isﬁ eine Funktion mit ganzzahligen
verten auf der Gruppe Hj(ig0§) der Tsomorphieklassen ste-
tiger komplexer Geradenblindel. Wegen HT(X,Cé) Q’HZ(X,Z)

a
kann sie auch als Funktion auf Hé(ng) sufgefalt werden.

In diegem Sinn ist das folgenden Lemma zu verstechen:

Liemma 2.0 .44

T seien mpakte komplexe Mannigfaltigkeite it den
hG oS ko kte kompl 1 rfaltigkeiten mit d

ersten Chernschen Klassen o/,c%, The e Ol s KC U hl DR
1
feomorphismus mit i, [x] =6 [X] (6 =4+ 1).

Dann. gilt fir a € Hg(X,Z)

:
7 (

ra) = € 200 4ra + L (3% o))

Bevieis: s seien p. bhzwv. p5 die Pontrjeginschen Klassén
von X bzw. X' . Nach 2.1.3 gilt A.c% SasA c, = A e
Blisdatpy - atels e o% ist durch 2 teilbar und die obige Formel al-
50 sinnvoll, Nach 2.1.2 gilt, da i*pﬁ gl
.G oo J J
(_uz T/\ <
’l‘}‘{a;:(e el D> X =
(9 \ =0 J£ l|9 m? J) L]
6 1Na+-z(1*c4—c;) + %ﬂ zzf
e A (0',cg°9pﬂ) [X']
; Jaed il
J=0
6 T(X',i%a + % (i%s 0 1)

2

Bemerkung: Ist Hh(Xngz) ohne Torsion, so 1ldfit sich bzgl,
: e G 2 =5

irgendeiner Basisdarstellung H°(X,Z) = Ze,I A s e s

<
die Todd-Charakteristik in der folgenden Form darstellen:

JEEne s T sl = E 5% : AL /%K
( sl a k i) SPRRII <31> \JK>

ahins ol )

Dies ist eine triviale Folgerung aus 2.171.1 und einem bekann-
ten Satz lber Polynome, die flir ganzzahlige Argumente ganz-

zahlige Werte annehmen.
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Filr algebraische Mannigfaltigkeiten kann man die obigen Resul-
tate auf die X:—Charakteristik ibertragen.
Fiir eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit X und ein holo-
morphes Geradenbiindel B iber X ist die

Buler-Poincarésche Charakteristik durch

xg) = Z(-’I)ldimc H (X,& )
definiert. Speziell heifllt

V() jz (—T)ih09i arithmetisches Geschlecht.

Satz 2.1.5. Riemann-Roch-=Hirzebruch

Flir ein holomorphes Geradenblindel § Uber einer algebraischen

Mannigfaltigkeit X gilt

X(X?E) o T(X7§)

Siehe [18] 20.3.2.

Ist X' eine algebraische Mannigfaltigkeit mit h0°2 O
5o ist Hq(X‘9Q£)———>H2(X',Z) surjektiv (vel. 1. %4 440
und die ):—Charakteristik kann wegen 2.1.5 als I'unktion auf
HZ(X“QZ) aufgefalt wverden. Bei dieser Interpretation ergibt
204

Satz 2.1.6,

Bs seien X,X' algebraische Mannigfaltigkeiten mit den
ersten Chernschen Klassen cy bzw. c% . HEs seil hO’Z(X‘)=O
Ferner sei 1 : X'—> X ein Diffeomorphismus mit

i, [x'] =6 [X]. Dann gilt fiir

R (H1(X,CZ§)=-—%H2(XQZ))

i . 1 :
lf(A,a) -3 )C(X'pl*a + 5 (1*01—03)) 5
Insbesondere

) =8 32- (i*c zot))
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2.1.6 ergibt eine wichtige Methode zum Beweis des Hauptsatzes
in 3.2. Man kann nach 1.1.2 ;K(X) durch die Bettizahlen von

X' nach oben und unten abschédtzen; z.B. ist X(X) Sk
die ungerade-dimensionalen Bettizahlen verschwinden und die ge-
rade-dimensionalen < 2 sindc‘Damit ergibt sich aus der Kennt-
nis der )<= Charakteristik und der ersten Chernschen Klasse
von X! eine Binschriankung flir die VWerte, die i*c,| mog=
licherweise annehmen kann (siehe z.B. 2.1.7). Dies wird spéter
fiir gewisse spezielle Mannigfaltigkeiten im einzelnen ausgefihrt
(§ 2.2, § 3.1, § 4.4), vobei sich herausstellen wird, da8 u.U.
c, und damit auch die X:=Charakteristik von X durch den
orientierten Diffeomorphietyp und die erste Chernsche Klasse

von X' v6llig festgelegt sind.

Korollar 2.1.7, :
Es sei Xn eine Kihlersche Mannigfaltigkeit mit H2(XDZ) =17

Dann gibt es endlich viele Cohomologieklassen
8900058, € H2(X92)9 so daB gilt: Ist X' eine Kdhlersche
Mannigfaltigkeit und i:X — X' ein Diffeomorphismus, so

folgt fiir die erste Chernsche Klasse c% von X\

i*(c%) € { a1pooagar} S

Ist der genaueVWert von ;K(Xq) festgelegt,so gilt r < n o

Beweis: X und X' sind nach 1.1.2 und 1.1.5 algebraisch,
2.1.7 ergibt sich dann aus den Bemerkungen im AnschluB an

2.1 . 40und 220.6-

Bemerkung: Unter der stérkeren Voraussetzung, daB X' eine
Deformation von X im Sinn von Kodaira-Spencer ist, lassen
sich die mit den Methoden dieses Paragraphen zu gewinnenden

Ergebnisse u.U. verschidrfen (siehe z.B. § 3.2, § 4.5).
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2.2, Anvendung auf gewisse homogene R&ume

G sei eine kompakte zusammenhdngende halbeinfache Liesche

Gruppe, 7r der Rang von G , U der Zentralisator eines ein-

dimensionalen Torus S . Das Zéntrum von U sei eindimensi-

onal. :

Im folgenden werden die homogenen Réume G/U mit der in

§ 2.1 entwickelten Fragestellung untersucht. Diese Klasse

von Riaumen umfaBt insbesondere die sechs Klassen von kom-

pakten irreduziblen hermiteschen symmetrischen Réumen. Vegl.

[ 2]§ 16. Bs werden zunidchst ohne Beveise einige spédter be-

nétigte Tatsachen lber die homogenen Raume G/U zusammenge-

stellts

i) G/U hat keine Tdrsiono Die ungerade-dimensionalen
Bettizahlen verschwinden,

ii) Beziiglich irgendeiner Ordnung im Sinn von[:21 2.4 hat
G 1r einfache Wurzeln Bipeoosl o Sie sind linear un-
abhéngig.

iii) Nach [ 2] 13.6 ist bei geeignéter Wahl eines maximalen
Torus von G bzgl. einer geeigneten Ordnung mit den ein-
fachen Wurzeln a1,ooo,ar _S ¢ T und S durech

gl e e = 0 definiert. Die Wurzeln von U sind

1 &9

‘die Wurzeln; die sich ganzzahlig aus CORRRRE LT kombi-

nieren lassen. Das System der positiven komplementédren
Wurzeln ist das Wurzelsystem einer invarianten komplexen
Struktur auf G/U . Es ist H2(G/U?Z) ~ 7 . Fiir das posi-
tive erzeugende Element g besziiglich dieser komplexen
Struktur gilt (siehe [2 ] 14.2) y*(g) = ESr (wo

Y :6/T—> G/U die Projektion bezeichnet und wo EBr das
r-te Fundamentalgewicht ist, das nach [ o 0.1 ivers
moge Transgression als Element von H2(G/T9Z) aufge-
faBt ist). Die Elemente von HZ(G/UQZ) lassen sich als
Gewichte auffassen, die orthogonal zu den Wurzeln von

0es sand.




iv)

vi)

G/U hat genau zwei invariante komplexe Strukturen

(siehe [ 2] 1%.8). Es sind dies algebraische Strukturen,
wie aus [ 2] 24.10 hervorgeht. Diese sind dquivalent
unter einem durch einen Automorphismus von G induzier-
ten Diffeomorphismus. Aus den Bemerkungen iii) und dem
Beveis in[:2] 13,8 ergibt sich, daB dieser Diffeomorphis-
mus das erzeugende Element g ¢ H2(G/U9Z) in -g tiber-
filhrt und daB g bzw., -g die positiven erzeugenden Ele-
mente der beiden invarianten komplexen Strukturen sind.
Es sei TW:G-~—>CG die einfach zusammenhéngende univer-
selle Uberlagerung von G . Nach einem Satz von H.Weyl
ist die halbeinfache Gruppe G kompakt. Vermdge dT
sind die Liealgebren von G und G , %ﬁ bzw. o zU
identifizieren. Ist in % eine invariante Metrik einge-
fihrt, so damit auch in O o Ferner sind bei geeigneter
Wahl der maximalen Tori T bzw. T deren Tangential-
réume VT bzw, V zu identifizieren und ebenso die

T
dualen Réume V¥ bzw. V& (einschliiﬁlich Metrik) durch
e < 5

die transponierie Abbildugg a7 * :VT_—9 Vﬁ . Die Ge-
vichte von G sind so als Gewichte von G aufzufassen
Speziell gehen die Wurzeln ai von G dabei in VWurzeln
djf*ai- von G tUber.

Die Weylsche Gruppe w(G¢) wvon G 148t sich als die
Gruppe auffassen, die von den Spiegelungen Sa_ an den
zu den Wurzeln a. gehdrigen Ebenen a; = 0 erzeugt
wird., Sie overiert auf den Gewichten von G . (Siehe

[2} 1.4). Fiir ein Gewicht bevV% und eine VWurzel =a
gilt

i it .
Sdﬁt*a d7C *b d T Sa b

D.h. W(G) operiert auf den als Gewichten von G auf-
gefaBten Gewichten von G wvie W(ﬁ) ;, und dies Operie-

ren ist mit dem iiblichen vertriglich.

Durch Spezialisierung eines in [ 2] § 24.7 bewiesenen

Satzes erhdlt man :
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Lemma 2,2.1,

G/U sei wie in iii) mit einer invarianten komplexen Struk-

tur -versehen, 4 € H2(G/UPZ) sel positiv, E ein analytisches
Geradenbindel mit 01(§,) =-d r-die bis auf Aquivalenz ein-
deutig bestimmte irreduzible Darstellung von G mit dem Haupti-
gewicht d7U#*{d) (beziglich der in iii) benutzten Ordnung).

Dann gilt

X(G/UQE) = grad [

Lemma 2.2.2.

Die Bezeichnungen seien wie in 2.2.1. Ferner bezeichne

E(G/U) die Eulersche Charakteristik von G/U . Bs gilt
E(6/U) £ X(6/U;&)
6)

die von W(G) vertauschen die Gewichte der Darstellung. Es

Beveis: Die Elemente von W(G) wund damit nach vi) auch
wird behauptet, daB d genau durch die Elemente von W(U) in
sich iberfilhrt wird. DaB W(U) d fest 1&8t, ist trivial,
denn es ist fiir eine Wurzel a, von U (aiyd) = 0 und
Said =d - 2(ai9d)(ai,aiy%uai (vgl. [ 21 1.4)
Umgekehrt: W(G) 148t sich als die Gruppe der inneren Auto-
morphismen aunffassen, die den maximalen Torus T invariant
lassen. Moge XEW(G) dem zu a€ G gehdrigen inneren Auto-
morphismus 6 (a) entsprechen,und sei Xd = dit s igite v
zeigen, daB aeU . Es sei ~ der dem Gewicht d bei dem
kanonischen Isomorphismus V% = V entsprechende Vektor.

T il

E~d = d ist dquivalent zu Ad(a) ¥ =% . (Ad Dezeichne

die adjungierte Darstellung von G )o DaB d senkrecht zu
den Wurzeln von U ist, besagt, daB & in den Ebenen

a, = 090”96er1 = 0 1liegt. Die Beschrédnkung von Ad(a) auf

den durch Chp e CRa 0 gegebenen Tangentialraum von

S 1ist also die Identitdt. Wegen der Kommutativitidt des Dia-

gramms



exp |7 I exp

Ist dann auch 6(a)|S die Identitét, d.h. fiir alle se 8

asa ='s , also acU = Zentralisator von S, wie behauptet
wurde.

Fir y, y-eW(G) mit yd =y a gilt also Br(y'”ew(u) oo
Y€ W(U)AK' . 4 wird durch W(G) also mindestens in soviel
untereinander verschiedene Gewichte der Darstellung mit Haupt-
gevwicht d iberfiihrt, wie es Nebenklassen von W(G) nach W(U)
gibt, also

ora W(G) : ;,
ord W(TT < grad I— (%)

Nun ist aber nach einem klassischen Resultat (siehe z.B.

2] 2420

5(6/0) ord W(G) (*%)

= ord v(U)

Aus (%) und (*%) zusammen mit Lemma 2.2.1 ergibt sich unmittel-

bar

B(6/U)< ¥ (6/U,%)

Die Xdhlersche Mannigfaltigkeit X sei diffeomorph zu G/U
(mit invarianter komplexer Struktur). g(;Hz{X,Z> bzw.

g' ¢ Hz(G/UQZ) seien die positiven erzeugenden Elemente,
cjﬁG/U) = g' die erste Crernsche Klasse. Dann ist X eine

algebraische Mannigfaltigkeit und es gilt

cg(X) = pe fir dim, G/U ungerade
cj(X) =t ug fiir dim, G¢/U gerade 5

Im Fall cq(X) = +ihg gilt

X (X,k-g) = Y(6/U,k-g') ke g
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Beweis: Zunédchst kann man the Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, daf es einen orientierungstreuen Diffeomorphismus

is G/U—>X gibt. Denn ein Diffeomorphismus zweier Kdhler-
mannigfaltigkeiten Xn?XA mit H2(XQZ) = 272 ist genau dann
orientierungstreu, wenn entwedér n gerade ist, oder wenn
der Diffeomorphismus die positiven Klassen ineinander iiber-
fihrt. (Beweis: i, [X'] =6[X] . Nach 1.2.2

0 < g'[x] =6(i*g)"[X'] ; fiir gerades n ist (i*g)"[x']>0,
also 6 > 0 . Fir ungerades n und i%*g = + g!' folgt die Be-
hauptung aus _16 g'n[X'}> 0 )o Daraus ergibt sich zusammen
mit iv) die Behauptung.

Wegen i), 1.1.2 gilt 1 g x(X) < E(G/U) , also wvegen Lemma
i) 1<X(ﬁx) < X(G/U,d-g‘) fiir de 2,d>0 . Daraus er-
gibt sich nach 2.1.6 zusammen mit 1.1.7 und 1.71.3 ;X(X) =1,
X(G/U,dog‘) = 1 impliziert fiir ungerades n d = 0 , also
i*o1(X)
1*01(x)

ii) ist eine triviale Folge von 2.7.6.

oq(G/U), fiir gerades n d=0 oder d=-u und also
icq(G/U) und damit die Aussage 1i).

Da die kompakten irreduziblen hermiteschen symmetrischen

Réume
ba U(n+1)/U(1)x U(n) und
Q, = SO0(n+2) /50(2) x S0(n) n>2

der beim Beweis von 2.2.3 zugrunde gelegten Klasse von REumen

angehoren, gilt:

Korollar 2.2.4.

Batz 2.2.3% gilt fir die komplexen projektiven R&Aume Pn

(n beliebig) und die komplexen projektiven Quadriken Qn

(et

Bemerkung: Fir Pn und Qn gibt es einfachere Beweise als

den vorstehenden, siehe [17] 3.2.
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§ 3. Ein Unizitdtssatz filir die komplexe Struktur der Quadrik

3.1, Cohomologiering und X=Charakteristik der Quadrik

Ch.Bhresmann hat in [8] IV.14 eine algebraische Zellenzer-
legung der Quadrik angegeben, mittels derer der Cohomologie-

ring berechnet werden kann. Das Resultat ist:

Satz 3.1.1.
TFiir den Cohomologiering H*(QnQZ) einer singularitidtenfrei-
en Quadrik Qn (n:>2) kann eine Basis gewdhlt werden, so

daB gilt:

i) Fir n = 2mt1 _
21
i =
H (Qn?Z) = Ze_ + ..o + Ze e € H (Q,Z)
Fir n = 2m

H#(Q_,2) = Ze_ + ooo + Ze_ + Ze' + ... + Ze
n o) m m o5 n
ei,eie B (Q,Z)
Die e sind die dualen Cohcmologieklassen gewisser

algebraischer Untervarietdten, e, = 3 g ist positiv.

1

T eetiiel en T fir n=2m+1 bzw., n=2m und i%m
i n-i n
iii) Pir n = 2m gilt
e m gerade
e u e = elue! =
m m m m
0 m ungerade
0 m gerade
e ve!l =
m m

e m ungerade

ian) . Bs oidd

aable o
2e r>m
- >
e r<m
T z -
furs sne—eom g =¢ e +e! r=m

e r<m
2m + 1 gr ={- -

2er r>m
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Die totale Chernsche Klasse C(Qn) der Quadrik kann leicht
aus der totalen Chernschen Klasse des ®+1)—dimensiona1en

) = (1+)™°
n+1

Adjunction-Tormel berechnet werden:

projektiven Raumes O(P mittels der

o(q,)(1+28) = (141"

Also speziell 01(Qn> = ng

Hieraus kann man unter Anwvendung des Satzes von Riemann-
Roch die y-Charakteristik berechnen (relas 5] 25
Das Besultat ist:

Shening s B e 2
Es sei g das positive erzeugende Element von HZ(anz) 5

=

§ ein holomorphes Geradenbiindel mit c1(§ Y=g,

. k n+1+k ntk-1

//\(Qn°§)_ <n+’| ) N <n+’l>
Unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB die Anzahl der 1li-
near unabhidngigen homogenen Polynome vom Grade. s ~in m+1

Yariablen (m;s) ist, folgt aus 3.1.2 in trivialer Weise:

Korollar 5.1.3,

o k(vn) bezeichne die k-Postulation einer Hyperfléche

Vese b , d.h. die Anzahl linear unabhidngiger homogener
n

n+1
Polynome k-ten Grades in n+2 Variablen, die auf Vn nicht

identisch verschwinden. Es gilt bzgl. der Standardeinbettung
QnC Pn+1

X(Qna Ek) = e k(Qn)

Bemerkung: 3.1.3 gilt fiir alle singularitdtenfreien
Hyverfliachen Vn , n >2 . (Das ergibt sich sofort aus
der Rechnung in Rl 2



3.2, Beweis des Hauptsatzes

Es ist aus der algebraischen Geometrie bekannt, wie man
einem Linearsystem auf einer algebraischen Mannigfaltig-
keit X eine rationale Abbildung in einen projektiven Raum
zuordnet., In diesem Zusammenhang hat Kodaira beim Beweis von
1.1.4 eine wichtige Charakterisierung der positiven Geraden-

biindel angegeben, die im folgenden benutzt wird (vglc hierzu
F2n i)

Es seigeﬂn.holomorphes Geradenbiindel iiber der Hodge-Mannig=.
faltvigkeit X , F(g) ] HO(X,E) der komplexe Vektorraum
der globalen holomorphen Schnitte in E o cRiRs ai) Lois e r(g )
ist das Nullstellengebilde von s ein effektiver Divisor D
(ein Divisor heifit effektiv, wenn die Koeffizienten seiner
Komponenten alle nicht-negativ sind). Es ist §?§ {D}
also c(D) = 01(2 ) (vgl, 1.3:1) . Der zu r(g ) gehd-
rige projektive Raum ist kanonisch isomorph zur Vollschar D] .
B := () D!heiBt die Basis von¥g .

Die [Di
Man wéhle eine Vektorraumbasis PorecorPp € r(g) . Sie
wird bzgl. Blindelkoordinatenumgebungen {Ui} durch
(m+1)-Tupel holomorpher Funktionen (9309i(z),°o,ﬁpm?i(z))
dargestellt. Ferner widhle man homogene Koordinaten
(xogona,xm) in P _°. Durch xi(z) :=9009i(z) wird eine
Abbildung d)gz X B > Pm definiert. (Dg 148t sich als
meromorphe Abbildung (also nach 1.1.4 und ;[40] als ratio=
nale Abbildung) von X auf eine irreduzible Untervaritét
Y = QDE(X) auffassen. (Ihr Graph kann als abgeschlossene
Hiille des Graphen von (D,glx - B in XxP_ definiert wer-
den (vgl. [35] wnd [33] p.19). Ein Biindel ‘g , fiir das
CDE eine bireguldre Einbettung von X in Pm ist, heiBe

projektiv-induziert.
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S5at2 5.2.1 :
Ein holomorphes Geradenbﬁndel‘g Uber einer Hodge-Mannigfal-
tigkeit X dist genau dann positiv, wenn fiir eine hinreichend

grofle natiurliche Zahl k QD projektiv-induziert ist.

EK

Fir meromorphe Abbildungen gilt folgende leicht zu beweisen-

de Aussage, die im Beweis von 3.2.4 benutzt wird.

Lemma 3.2,2.

Bs sel T :X—> Y eine meromorphe Abbildung eines irredu-
ziblen kompakten komplexen Raumes X auf einen komplexen
Raum Y . N gsei die Singularitédtenmenge von T . Dann ist
Y- T (X-N) 4in einer niederdimensionalen analytischen Teil-

menge von Y enthalten. : 7)

Beweds: B sgej L X' ~der Graph yvon @ in XY . 5t bzw. T
die Projektion von X' auf X bzw, Y . 7 ist eine eigent-
liche Modifikationsabbildung ( [ 35] Satz 34'). Es sei

Nloe Qo (N) e mhil NG undl mE e Bt R0 e Patare
tungsmenge von T' bzw. <" . Nach [35] , Satz 24 ist
fliir jede analytische Teilmenge M c X' 7T'(M) eine
rE(M)édimensionale analytische Teilmenge von Y . (Dabei

bezeichnet r.,(M) den Rang, d.h. die maximale Faser-

Codimension d;r Beschrénkung von T' auf M ). Ist nun
rTﬂ(N°)<<dim Y , so ist nichts zu beweiden, da T (%-N)D

Y- T'(N') . Angenommen also rt,(N‘) = dim Y , d.h.

CUNL T = Y 2') bzw. T"(E") sind mindestens
2-codimensional (siehe [35] Satz 26). Behauptung:

T (X-N) > Y-(T'(B')u T (B")) . Denn sei etwa

ge Y - (T '"(B')uw T"(E")). Aus 29_1(q)c N!'  wlrde fiir

DE tJQq(q) folgen rt”(p) éérb(p) - 1 , wdhrend doch, da
¢ E'QE;‘, r,t,,,(p) = r,c,(NV) = dim ¥ = reo(X4) = r(p) o Also
giltiet s a(q) ¢ N P doh. ge TX-) o Damit ist 3.2 2. be-

wiesen.



F'ir den Rest dieses Paragraphen sei Xn eine-Kéhlersche
Mannigfaltigkeit, die zu Q  diffeomorph ist, (n = 2) ,

ge H2(sz) das positive erzeugende Element,‘% ein holomor-
phes Geradenbiindel iiber Xn mit 01(35 ) = g .. Fir gerades n
verde ferner vorausgesetzt, daf 01(X) =ng . Damit gilt wegen

Af el - Beumndee2 254 meah: B =2
dimf‘(§> s g

Es wird gezeigt werden, daB q)(Xn)(: Pn+1 eine singulari-
tatenfreie Quadrik Qn und d)E:XQf——>Qn biregular ist.

Das Urbild bzgl. d)geines durch eine Gleichung

aoxo+ooo+a = O gegebenen Hyperebenenschnittes ist der

a1 041
durch aoffo+°“aﬂfpn+1 = 0 gegebene Divisor. Zur Bestimmung

der Ordnung von ¢E(X)C P ha’t man daher die den Hyper-

n+1
ebenenschnitten entsprechenden Divisoren auf X zu untersu-

chen. In diesem Zusammenhang wird das folgende Lemma bendtigt:

Lemma %.2,3%.

Es seien D,,...,D  effektive Divisoren 8) mit c(Di) =g
Dann sind die Di irreduzible Untervarietdten und

D1r\ooor\DS hat hochstens zwei Komponenten.

Beveis: ge Hz(sz) sei das positive erzeugende Element.

bzw, {e.ge‘
i

Man kann eine Basis {e.} : } o
id i=1 mi) i=%,..4n

90009
von H¥*(X,2) wihlen, so daB die Bezichungen des Satzes 3.1.1
gelten. Dann gilt fiir einen r-dimensionalen Zykel Zr = Z:niwi
mit n >0 und C(Zr) =ae ., daB a>0 und daB 2 aus
héchstens a Kom»onenten Wi besteht. (Im Falle n=2m ist

T #+ m vorsuszusetzen.)Speziell haben also die Di nur eine
Komponente,

Das Lemma wird nun bewiesen, indem man nacheinander D1 N
DA i s Dim s AD - Bebrachtet B Aot c(D.) < 2
Falls D,l = D2 , ist nichts zu beweisen. Anderenfalls ist

B e . Loaee s 2
D,!vD2 definiert und c(D1 D2) = g =n8e, (8= 1 oder a = 2).
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D1oD2 hat also nach dem A;gument zu Beginn des Beweises
hochstens zwei Komponenten, und falls dim quD2:>% s
héchstens eine. (Fir D,n 200Dy 2 g ist

dim D1r\ooor\Dj >n-j) . Auf diese Weise fdhrt man nétigen-
falls fort, bis evti. dim D1n 555 BI0) Dj =m+] . Fir n = 2m+1
schlieBt man dann folgendermafen weiter: Fir

D, Mij ¢ DJ.H_ ist (1)1

c((qu\ooor\Dj)«Dj+1) Sapltl D1r\ooor\DJ‘.+1 hat also
héchstens zwei Komponenten., Hat es wirklich zwei, etwa
W'oW", so gilt c(W') = c(W") = e

) ooor\Dj)=Dj+1 definiert und

T und man kann im wvei-

teren Verlauf der Induktion W!,¥'" einzeln mit den Di
zum Schnitt bringen., Dabei erhdlt man jeweils nur eine Kom-

ponente, insgesamt also hdchstens zwei. Hat aber D1r\uar\D

Jj+1
nur eine Komponente, so laduft die Induktion weiter wie bisher,
bis evtl. zwei Komponenten auftreten, auf die dann das obige
Argument anzuwenden ist.

Im Fall n = 2m schlieBt man bei der mittleren Dimension
folgendermaBen: Rir DTH anor,qu_Dj+1 ist (qu\our\Dj)uD
= n W

sl ]
. Es dist T

- ("0 &M [x] = 2 n (" o(w)) [X].

=1
Daraus folgt wegen ni:>0 und gmL;o(Wi) [Xn] > 0 , daB der

J+1
s et nrwr definiert und hat die Cohomologieklasse

N 0g

Schnittzykel aus hdéchstens zwei Komponenten besteht. Hat er

wirklich zvei, etwa W, ,W,, so gilt "y el e

: e m-1
also mit g\Jc(Wi) = Age 1 = (g v (gg;c(wi)) [Xn] =
e lxl -2, an guo(Wy) =, , und damit verliuft

<

die weitere Induktion wie fiir ungerades n .

Lemma 3.2.4.

Unter den obigen Voraussetzungen ist Y = Q) (Xn) eine irre-

=

o

duzible Untervarietdt der Ordnupg 2 in Pn+1

Beweis: BEs sei r die Ordnung von Y . Wegen der linearen

Unabhingigkeit von &70,009 Vn+1 ist Y sicher nicht in einer
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Hyperebene enthalten, also kein projektiver Teilraum, also
r + 1 . BEs genigt daher, r > 2 2zum Widerspruch zu fiihren.

Wire r > 3 , so giabe es einen P @B (s:dim Y) 5

n+l=s n+1

der Y 1in mindestens drei verschiedenen isolierten Punkten
Q4585705 E(Dg(xn - B) schneidet. (Beweis: Es sei G die
GraBmannsche Mannigfaltigkeit der (n+1—s)=dimensionalen
projektiven Teilrdume von Pn+1 . Diejenigen Pn+1ms , die
nicht ¥ in r wverschiedenen Punkten schneiden, sind in
einer echten algebraischen Teilmenge A1C.G enthalten,
Ebenso sind, da nach 3.2.2 qg(X) - ¢é(XHB) in einer
echten algebraischen Teilmenge von Y enthalten ist,
diejenigen PnH_Sg diiel ¢E(X-B) treffen, in einer
echten algebraischen Teilmenge A2C G enthalten. Jeder
Poi1g€G-A ~A, schneidet Q%(XmB) in r disolierten Punk-
ten). Sind etwva p1,p2,p3€,xn = B Urbildpunkte zu q19q2,q3 5

; -1 : %
so liegen, da nach 3.2.3 CDB (Pn+1_srﬂ'q%(x)) in hdchstens
zwveil Komponenten zerfdllt, zwei Punkte, etwa p,| und Py s
in derselben Komponente W . W-=B =% ¢ ist zusammenhingend,
also ist auch QJ(W-B) zusammenhidngend, und es enthidlt die
beiden Punkte q,I % 9, » im Viderspruch dazu, daf Pn+1:s
nur in isolierten Punkten schneidet.

Batz 3w2. 5.

Eine irreduzible algebraische Mannigfal tigkeit V der Dimen-
sion r und der Ordnung 2 in Pm ist bereits in einem pro-

Jektiven Teilraum der Dimension 1r+1 enthalten.

Der Beweis wird durch Induktion iiber r = dim V gefiihrt.

Sei r = 1 . BEine geeignete Hyperebene schneidet V1 in

zwel Pgnkten PyoPy o Sei p3 ein weiterer Punkt von V1 o
Dann liegt V in dem durch p,!,p29p3 bestimmten 2-dimensio-
nalen Teilraum P2 . Denn gibe es einen Punkt peV , p & P2 )

so konnte man eine Hyperebene H durch Pi9PysP finden mit
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p3 ¢ H, d-h. V¢ H, und “H wviirde V in mehr als zvei
Punkten schneiden, was wegen ord V = 2 unmdglich ist.

Der SchluB von r - 1 auf r verlduft dhnlich. Ein allge-
meiner Hyperebenenschnitt einer irreduziblen Mannigfaltigkeit
V., mit r>1 istirreduzibel (siehe [21] p.78). Sei

Vr_1c Vr ein solcher Hyperebenenschnitt. Es ist ord Vr =2

1

Also ist nach Induktionsvoraussetzung Vr in einem Pr

-1
enthalten., Sei pe'Vr9 pé Pr , und Pr+1 der von Pr und
p aufgespannte projektive Teilraum. Es gilt VrC Pr+1 . Denn

wire qe'Vr, q & Pr+1 , S0 gdbe es eine Hyperebene H mit
PCH , geH, p¢H und filr diese wére Vr¢'H und ord(VfH)> o8

was unmoglich ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Lemma 3.2.6.

d);ist eine biholomorphe Abbildung von Xn auf eine singu-

laritédtenfreie Quadrik.

Beweis: Nach 3.2.4 und %.2.5 ist Y Jjedenfalls eine irre-

duzible Hyperflédche der Ordnung 2 in Pn+1 . Es sei HN+1 der
komplexe Vektorraum der homogenen Polynome k-ten Grades in

; > 5 n+k+1 i
n+2 Vgrlableno Es ist N+1 ( g ) o Ist “}(xo,ouogxn+1)

5 A k ;
e H o et gt e e F®) . Es ist
*P( 95’““”"?n+1)5 0 auf X  genau venn H)(xo,oao,xn+1)5 0
auf Yﬁo Also ist die Dimension des komplexen Vektorraumes

k :
{W(SDO’“"’SOnH) | \pEHNH}C I—(E ) gleich der k-Postula-
tion §>k(Yn) von Y , und diese ist nach Satz 1.1.3 und

3.1.% gleich dim‘_(§§ ) . Es gibt also eine Basis von HN+1

Poroeer Woveoos Py (m=dimr(‘§k)-’l), so daB

lf)o( Soi)gooo,lll)m( 301) eine Basis von l—(gk) bilden und daB
H}m+19°°°9q)N auf Yn identisch verschwinden. Ist k hin-
reichend grofB, so wird nach Satz 3%3.2.1 durch
>(H/o(?Ji(z))goooplym((Fi(z))) eine biholomorphe Ein-
bettung (b_K:X-—f>Pm definiert. Ferner definiert
(xogcoo9xn+1)——9 (qjo(xi),,gogq/N(xi)) eine biholomorphe

Z
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Abbildung von Pn+1 in PN’ die durch Beschrankung eine

biholomorphe Einbettung Y :Yn-——?PmC PN induziert. Also
gilt B = @ . Das folgende Diagramm ist kommutativ

S
n n

¢§\, im‘*’

Daraus entnimmt man, daf (bgeine biholomorphe Abbildung

von Xn auf Yn ist und Yn also singularitédtenfrei, d.h.
nach Lemma 3.2.5 eine n-dimensionale Singularititenfreie
Quadrik ist. Damit ist alles bewiesen.

Im vorausgehenden ist n>2 vorausgesetzt worden. Der Fall
n=2 wird in § 4 behandelt. Der Fall n = 1 ist trivial,
da Q1

ist und alle kompakten Riemannschen Fldchen vom Geschlecht O

rational, d.h. aber bihclomorph &Aguivalent zu P1

konform &quivalent sind.

Insgesamt ist damit bewiesen:

Satz 3.2.7,

X sel eine komplex n-dimensionale kompakte Kdhlersche

Mannigfaltigkeit, die als differenzierbare Mannigfaltigkeit
' C%® -diffeomorph: zur singularitidtenfreien komplexen projek-
tiven Quadrik Q  ist (n+2). Dann gilt:

Ist n wungerade, so ist X biholomorph &dquivalent zu Qn :
Ist n gerade, so ist die erste Chernsche Klasse von X

c} = +ng (wo g das positive erzeugende Element von

H (X,2) ist), und X ist biholomorph dquivalent zu Q

genau wenn Coi s + ng .
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Bezliglich der komplexen Deformationen einer Quadrik gelten

die gleichen Aussagen wie fiir projektive Réume:

Satz 3.2.8
i) Jede hinreichend kleine Deformation einer komplexen Quadrik

Q (n=k2)iat Q. -

ii)Allgemeiner gilt:
Die komplexe Struktur jeder einfach-zusammenhédngenden homoge-

nen kompakten K&hlerschen Mannigfaltigkeit ist lokal stabil.

iii) Jede Kdhlersche Deformation von Q (n&2) ist Q, - 14)

A0 Sy 2SS (bhalok VAL S YT ii) heiBt V eine Kdhlersche Deformation von
VO , wenn V und Vo zu einer Familie von komplexen Strukturen

gehdoren, die alle Kdhlersch sind.

Beveis: i) folgt aus 3.2.7 und 4.5.2 oder aus der allgemeine-
ren Aussage ii), die von Bott bewiesen wurde. Bott zeigt ndmlich
in[ 51 , Theorem VII: Es sei X eine einfach zusammenh&ngende
homogene kompekte Kdhlersche Mannigfaltigkeit, ® die Garbe der
Keime holomorpher kontravarianter Vektorfelder auf X . Dann

ist Hi(X,® ) =0 fiir i>1 . Hieraus und aus dem Stabilitdts-—
satz von Frolicher-Nijenhuis (siehe z.B. [27] , Theorem 6.3)
folgt dann die Behauptung ii).

iii) Eine Deformation von Qn ist natlirlich erst recht diffe-
omorph zu @ . Damit folgt im Fall n ungerade iii) unmittelbar
aus dem Hauptsatz %.2.7. Fur gerades n braucht man nach 35.2.7
nur die Moglichkeit cq(X) = - n g auszuschlieflen, und das ge-
schieht folgendermaBen: BEs sei "}/ = { th -1 < £ <1 }

eine einparametrige differenzierbare Familie komplexer Struk-
turen. Es ist klar, daB es wegen der lokalen Stabilitidt von -

Qn genligt zu zeigen, daB VO eine Quadrik ist, wenn VO
Kéhlersch ist und wenn V fiir t> 0 eine Qn ist.

t
Es sei ; das Biindel entlang den Fasern der Familie e

¢

0 ist eine Familie von komplexen Vektorbiindeln und daher ist



das inverse Blindel zum n-fachen alternierenden Produkt des
dualen Biindels g * eine Familie von holomorphen Geraden-
biindeln (im Sinne von [27] Def.1.8) . Die Beschriankung Egt

auf eine Faser Vt ist dual zum kanonischen Biindel von Vt o
Daher ist fir t>0  dim H°(’Vta g,) = X (Vg y) >0,
wdhrend, wenn die erste Chernsche Klasse von VO negativ wire,
Eo negativ und daher dim HO(VO, EO) = 0 wdre. Dies steht
aber - und damit ist iii) bewiesen - im Widerspruch zu dem

folgenden batz von Kodaira-Spencer. (Siehe [27] , Theorem 201)

Satz 3.2.9.  (Oberhalbstetigkeit)

Es sei A —> 7 —> M eine Familie komplex-analytischer Vek-
torbiindel zu der Familie von komplexen Strukturen 7 . (Bt
bezeichne die Beschrinkung vonD aur Vt) . Dann gibt es zu

jedem Punkt oeM eine Umgebung U , so daB fiir alle te U

dim’ Hq(vt,Bt)gdim Hq(VogBo)

Eine Anwendung des Hauptsatzes:

Der Beweis von 3.2.7 Dbestand aus zwei Teilresultaten: niam-
lich aus 2.2.4 und aus der folgenden Aussage: Eine algebra-
ische Mannigfaltigkeit Xn’ deren Cohomologiering, erste
Chernsche Klasse und Pontrjaginsche Klassen dieselben sind
wie bei der Quadrik Qn’ ist biholomorph &dguivalent zu .Qn ¢
Dieser zweite Teil wurde von A.van de Ven wesentlich benutzt,

um den folgenden Satz iiber Kompaktifizierungen zu beweisen

(siehe [42] 4.4)

sSatz 3.2.10,

Es sei V3 eine Kdhlersche Mannigfaltigkeit, W2 C V3

eine Fldache mit genau einem singulfdren Punkt, der ein ge-
wohnlicher Doppelpunkt ist, und es sei V - W eine kom-
plexe Homologie-3%3-Zelle. Dann gibt es eine biholomorphe Ab-

bildungcy von V auf die komplexe Quadrik Q3C P4 , SO

3

daB y)(w) = Q3n T , wo T eine Tangentialhyperebene an Q3
ine P ist.

4
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§ 4. 2 -Mannigfaltigkeiten

4.1. Holomorphe Pn-Bﬁndel tber P1

Definition: Eine Z:-Mannigfaltigkeit ist ein holomorphes
Faserblindel liber P1 mit Faser Pn 0121 s Strukturgrup-
pe PEL(N,C) ).

Diese Definition verallgemeinert die in [15] untersuchten
Z—Fl'alcheno Die Z:-Fléchen sind genau die zwveidimensiona-
len 2 -Mannigfaltigkeiten.

Die z:«Mannigfaltigkeiten lassen sich bereits durch eine

(nur scheinbar) schwdchere Eigenschaft charakterisieren:

Lemma 4.1.1,

Xn+1 sei eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, die sich
holomorph so auf P1 abbilden 148t, daB alle Fasern biholo-

morph dquivalent zu Pn sind. Dann ist Xn+ eine Z:-Man—

4
nigfaltigkeit.

Dies ist ein Spezialfall eines wesentlich allgemeineren
von Grauert angegebenen Satzes (siehe z.B. [11] p°71) 80
f:X —Y sei eine holomorphe eigentliche surjektive Ab-
bildung, deren Fasern alle biholomorph dquivalent sind.
Dann ist X ein lokaltriviales holomorphes Faserbilindel
iiber Y ., Da hierfiir kein Beweis veroffentlicht ist, wird
4.1.1 hier direkt bewiesen, und zvar als unmittelbare
Folgerung aus den folgenden zwei Lemmas.

Lemma _4.1.2, .

Die holomorphe Abbildﬁng i ===z P1 ist unter den

n+1
Voraussetzungen von 4.1.1 eine holomorphe Taserung.
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Dabei ist unter einer holomorphen Faserung (E,7%,B,T)

mit dem komplexen Raum F “als Faser eine holomorphe Ab-
bildung I :E—>B zweier komplexer Ridume mit folgender
Eigenschaft zu verstehen: Es gibt eine Uberdeckung {Ui}
von B , so daB 7T-1(Ui) fasertreu biholomorph auf U, x F
abgebildet werden kann.

Hierfiir wird in [37] 2.1 bewiesen

Lemma 4.1.3%,

i) Jede holomorphe Faserung (E,% ,B,F) mit kompakter
Faser ist ein holomorphes Faserbilindel mit der komplexen
Lieschen Gruppe G(F) der Biholomorphismen von F als
Strukturgruppe.

ii) (E,% ,B,F) wund (E',%',B',F) seien holomorphe Fase-
rungen mit kompakter Faser F . Jede biholomorphe faser-
treue Abbildung qu-——%E' ist eine holomorphe
G(F)-Faserbiindelabbildung.

Beweis von 4.1.2 (nach einer Mitteilung von G.Fischer,

——9P1 die Abbildung mit Pn als

Erlangen). Bs sei T :X
n+1
Tisi=

Faser; pe P, 71—1(p) . Pir eine geeignete Umgebung U
von p 1ist die Umgebung W = ﬁ?m1(U) von F din X ©biholo-
morph dquivalent zu einer Umgebung der Nullschnittfléche im
komplexen Normalenbiindel von F . Behauptung: Flir Punkte p'
genligend nahe bei 7p ist die Projektion im Normalenbiindel
eine unverzweigte Uberlagerungsabbildung der Faser Gt—1(p')
auf F . Dies zeigt man, ihdem man flir die Umgebung eines
Punktes qe F in Xn+1 lokale komplexe Koordinaten
ygzqyou,zn einfiithrt, bzgl. derer I durch y = 0O gege-

ben wird, und in der Umgebung U von p eine komplexe
Koordinate h:U—> C mit h(p) = 0 , und dann den Veier-
straBschen Vorbereitungssatz auf die Funktion hoﬁf(y,z1gaogzn)
anwendet, Nun gibt es aber wegen des einfachen Zusammenhangs

von Pn keine nichttriviale unverzweigte Uberlagerung von Pn°

Daher ist 5f-1(p') ein holomorpher, vom Nullschnitt 55w1(p)
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verschiedener Schnitt im Normalenblindel. Das Normalenblindel
ist also trivial, und die Abbildung T stimmt mit der Projek-
tionsabbildung iiberein, womit die Lokaltrivialitidt bewiesen
ist.

Bemerkung: Widre bekannt, daB‘der Rang der Funktionaldeter-
minante vonX iiberall maximal ist, so wdre 4.1.1 ein Spezial-

fall von [27] 18.3.

Da [37] noch nicht vertffentlicht ist, wird hier Remmerts

Beweis von 4.1.3 wiedergegeben. Er benutzt folgenden

.Hilfssatz: Es seien H1,H29Z komplexe Réume, I3i:HiX iy )

holomorphe Abbildungen und p2 offens Tiir alile héghg e H
JE " 3 1 3 1

h2 &+ h2 seien die Abbildungen z-——9/32(h2,z) und

z-——9f32(h592) verschieden. Dann gilt:

Jede Abbildung ¢ :H,] —9H2 m;t {520(50 X 1dz) = /51 ist

2

holomorph.

Beweis hierfiir: ? ist stetig, weil }32 offen ist. Nach

[55] 31,31 genigt es also zu zeigen, daB Graph3> eine ana-
lytische Menge in H1x_H2 ist. Da p19 P2 holomorph sind,
definiert (h1,h2,z)-——>(}31(h19z),F52(h292)) eine holomor-
phe Abbildung [5: H, X HZXZ—% ZX 7 , und Graphp und

M := Graph3 N H XH,XZ XA (wvo A = Diagonale in ZxX72)
ist analytisch in H,lez'xZ XA . Die Projektion

ATE H,XH,XZ ist holomorph, injektiv, eigentlich, da-

her ist W(M) analytisch in H XH,X 2. G;W(I‘f[)m—>H1xH2

seil die kanonische Projektion. Naci [35] a2l sl¥e st

N := {a e (M) | dima6“1( 6 (a)) >dim z} analytisch in

H XH,XZ . Vegen dim_ 671(6 (a))gain & gilt N = 6 (N)XZ.
Daher ist G(N) = Graphgy analytisch in H1><H2 o

Beweis von 4.1.% ii) Die durch induzierte Abbildung
=

(&: B— B'" ist holomorph nach einem Satz von Stein, da

~

T = 'K'fk holomorph und JT holomorph, offen und sur-

Jektiv ist. (KOStein: Analytische Zerlegungen komplexer
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Riume, Math.Ann. 132, 63-93 (1956), Satz 2). Es seien nun
(U,h) , (U',h') zwei wegen der Lokaltrivialitédt der Fase-
rungen existierende Faserkoordinatensysteme fir UCB ,

U'cB ;5 h'p h'1:(Unp'1(U'))xF——> U'x F wird durch

(b,w) —> (F (b) ,q:(b)-w) mit’ 1P(b)e G(F) gegeben., Zu
zeigen ist die Holomorphie von W :Un FfT(U')——% Gl

G(F) operiert effektiv auf F und die zugehorige Abbil-

dung & :G(F)XF—>F ist offen. Daher hat man mit

/32 =l , Q= ,p1 1= m-(wyxidF) g H, t= Unﬁ=1(U‘),
B, = G(F) , 2 := F die Situation des Hilfssatzes , denn auch
ﬁ1 ist holomorph, weil p1 = ph'u e (p:U'x F— F die
Projektion)n Also ist v holomorph, was zu beveisen war. Spezi-

alisierung auf ﬁL= idE Jiefert 4.1 5 19,

Eine im folgenden benutzte Anwvendung von 4.1.3 ist

Lemma 4.1.4.

(E,T,B,F) , (E',®',B,F) seien holomorphe G(F)-Faser-

biindel, wvo F eine d-dimensionale projektiv algebraische
Mannigfaltigkeit mit dim F>dim B und mit analytischer
Jessd - a L -
Bettizahl b2d_2(F)< 2 ist.
Dann ist jede biholomorphe Abbildung tL:E —> E' eine holo-

morphe G(F)-Faserblindelabbildung.

Beweis: In [56] Satz 1.3 wird bewiesen: Jede dimensions-
erniedrigende holomorphe Abbildung einer projektiv algebra-

ischen Mannigfaltigkeit T mit bzd_z(F)<Z2 ist konstant.

d
Anwvendung auf ﬂt'1¢|ﬂ-qq) (qe B) 1liefert die Fasertreue

und damit nach 4.1.3 die Behauptung.

Korollar 4.1.5.

Jede biholomorphe Abbildung zwischen zwei §:=Mannigfaltig—
keiten 148t sich als holomorphe Faserbiindelabbildung auffas-
sen. (Wobei zu beachten ist, daB P1><P1 auf zwei Arten gefa-

sert werden kann.)
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oSt : : R ; ; a
Tir Faser Pn mit n > 1%ist 4.7.5 wegen 4.7.4 und b2n—2(Pn>
= 1 trivial. Fiir den Fall n = 1 sei auf [33] Satz 18 ver-
wiesen, wo fiir biholomorphe Abbildungen von > -I'lichen die Fa-
sertreue bewiesen wird {(mit Ausnahme der Automorphismen von

D
¢1XP1> .

Das folgende Lemma fithrt zu einer Ubersicht tiber alle

> -Mannigfaltigkeiten.

Lemma 4.1-6,

. : : ] : 0
Fiir eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit X mit h e =0

74
und H)(ng) = 0 ist jedes holomorphe Faserbiindel liber X
mit Faser Pn durch ein holomorphes Vektorraumblindel {iber

e

X' mit Faser 0 7' induziert, d.h.
it (x,6L(n+1,0), ) —1 (X, P6L(n,0),)

ist surjektiv. Insbesondere ist also jede §:=Mannigfaltigw
keit durch ein holomorphes Vektorraumbiindel lber der Rie-

mannschen Zahlenkugel induziert.

Bewels: Man hat exakte Sequenzen

0 — (¥ —>GL(n+1,C0) — PGL(n,C) —>0
0 —>C¥ —>GL(n+1,C),—> PEL(n,0),—0

und dsher nach [13] 5.7.11 den Anfang einer exakten Coho-

mologiesequenz
(X, 00) S (X,60(n+1,0),) — 1 (X,P6L(n,0), ) = B> (X,0%).
Aus einer exakten Cohomologiesequenz

e SO0 VS i (X o) S e o

aie sich von
B el Ul eaaion = ou )
0

P G B 0

herleitet (vgl. [18] 2.5), erhlt man E°(X,C¥) = O und da-

g il



Bemerkung: LEin Beispiel fiir. ein Blindel mit Faser Pn7 das von

keinem Vektorbiindel herkommt, wird in[ 7] 1.6.4 konstruiert.

4.1.6. ermoglicht die Anwendung des folgenden, im wesentlichen

gschon von Birkhoff bewiesenen ﬁesultates von Grothendieck [14] -

Sabzi e il . .

Jedes holomorphe Vektorraumbiindel iiber P1 zerfdllt als holo-

morphes Bilindel in eine direkte Summe von holomorphen Geraden-

biindeln, die bis auf Isomorphie und Reihenfolge eindeutig be~-

stimmt sind. 9)

Damit kommt man zu der folgenden Beschreibung der §Z=Mannig?
faltigkeiten:

In P1 seien (yo,y1) homogene Koordinaten. Es sei
h&SHz(P19Z) das positive erzeugende Element. 2 sei das Hopf-
sche Geradenbiindel Uber P1 , d.h. das zu der ... C “Faserung

¢® —{O}—'--}P,t assoziierte Geradenbiindel. Es ist 01(;1) = -h .
s sei Ui 1= { (yoqu)e P1 | N + O}o Beztiglich { Ui} wird

¢ durch die transition-functions f.. = yi/yj gegeben,

1J

Definition: O — a, g.a1 < oo g;an seien ganze Zahlen.
b aO a'l an
2 ist dieduwrech 5 °@® T ®© ... & ¥ indu-
Bapeosd

zierte §:=Mannigfaltigkeitn

_ Beziiglich { Ui} ist also 2. durch die transition-Funk-
9 220 CR9,

tionen (= ! =

Mmoo @

ij

gegeben.
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i) Jede EZHMannigfaltigkeit ist eine D ~Mannig-
JXOBORY,
faltigkeit. ! 4
ik Eia ~Fldchen im Sinn der obigen Definition und im Sin-
. }
ne von [15] sind identisch.
sttty T ist biholomorph &dquivalent zu =
Bl et Iss b o
1 n 1 n
genau wenn ai = bi R gl =Tk s it
Beweis: 1) VWie bereits erwdhnt, hat man fiir eine Garbe von

Gruppen g im Zentrum einer Garbe von Gruppen(% iber X den
Anfang einer exakten Cohomologiesequenz, siehe [15] ) e
SEodta s Hq(X,g-) operiert auf Hq(X,Q}) durch Permutati-
onen, und zwar wird dies flr Cozykeln fij , gij mit Ko-
effizienten in g bzw. Q} durch punktweise Multiplikation
definiert, also gij<—% fij'gij . Zwei Elemente aus Hi(Xg )
werden genau dann durch Hq(Xgo})'_—>H1(X,(%/gf) in das-

selbe Blement abgebildet, wenn sie durch eine Operation von

Hq(ng ) ineinander iiberfiihrt werden. Angewandt auf X := ]

g':= 0 O s cnluienie) (ﬁ/g := POL(n,C),, liefert
dies zusammen mit 4.1.6, 4.1.7 und der Klassifikation der

holomorphen Geradenbiindel iiber P daB jedes holomorphe

e

Pn-Bﬁndel iber P1 induziert ist durch ein Biindel
b b : ‘

b b
go@a”@gnurxddaﬁ ;O(‘Booo® gn und
d d
;;O @ oo @ ;,n dasselbe Bilindel induzieren, genau wenn

fir eine geeignete Zahl gilt
wbo bn b do dn
Chie. on, & C.Q (S i@ @ Ea)

Damit wird die in der Definition von E:a < benutzte
qroe98y

Normierung O = ao<a’l gcoogan moglich, und diese legt die
Blindelisomorphiecklasse und damit wegen 4.1.5 die komplexe
Struktur fest, womit i) iii) bewiesen ist. Zu ii) siehe

AalaOy



Satz 4.1.9.

In P1x P2n seien (yo,yq;xogooo,XZH) bihomogene Koordi-

naten.

z:a 5 ist die durch folgende.Gleichungen definierte
19009 n ¢

algebraische Mannigfaltigkeit.
i=1r«oogn0

Voot Yid X i ?

Beveis: Durch die Gleichungen wird eine singularitdtenfreie

Untermannigfaltigkeit Z:CZP X definiert. Die Projektion
1 on
P,XP, —> P induziert die Abbildung GT:ZZ-»P1 . Set
U, := { (yo,y1)e P1| y; # 0 } . Durch
/ ©° e -
ho\y09y1 9X09 oo 9x2n) = (yo’y1 3X09X29X49 ao 9X2n>
By (T oo q3XgeeenXon) = (F 0¥ 3% 0% 9 X500 05%y 1)

verden Biindelkarten h, ?f=1(Ui)-—% U, X P definiert,

und die transition-function g;5 v hihglI hat genau

die in der Definition von E:a 5 angegebene Form.
AR

Als Anwendung von 4.1.5 und 4.1.8 kann man die Automorphis-
mengruppen der z:—Mannigfaltigkeiten untersuchen. Das Re-

S i ve e O

Satz 4.1.10

Aut( Eja = ) sei die komplexe Liesche Gruppe der bi-
PEEERTN
holomorphen Abbildungen von E:a £ auf sich,
Pl den

Aut( z;)o die Komponente der Eins.
i) Der nach 4.1.5 definierte holomorphe Homomorphismus
f%:Aut( Z:)O——9 Aut(P1) ist surjektiv.

Fir 2 * P giltAut(}"f)o=Aut(X) :

~
ii) Kernw2 G/C* , wo G die multiplikative Gruppe der

n+1)-reihigen Matrizen (b..) . . ist mit
( ) & ( 13) 1] =00t sein
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biie .0 : - S = b
i [zl e grad bi‘s; Sy (d.h biJ 0 fu;
a;<ay ) und det(b ) £ 0 . ( wobei a  i= 0 )
1i1) dim, Aut( E:a19009a Yz zz (a A ealEs 5
3l o) 09 > a;
il ist fasthomogen, aber nur 2. =
8490098 Oy 00,0
P1><Pn ist homogen.
Beweis: 1i) Der Isomorphismus in ii) ist folgendermaBen

gegeben: hi :jt_1(Ui)-——>Ui><Pn seien die im Beweis von
4.1.9 definierten Blindelkarten, z = yq/yo inhomogene Ko-
ordinate in TU_ . (bij(z)) € G/C* 14Bt sich als holo-
morphe Abbildung UO<—% PGL(n,C) auffassen. (bij) ist dann
das eindeutig bestimmte b € Aut( Z:) mit

hobh;1(zgw) = (z Jb ( D w) zugeordnet° Zu zeigen ist die
Surjektivitét von G-—9 Kern'T . Jeder Automorphismus aus
Kernf% wird durch mapping-transformations

81t Uynl, —> PGL(n,C) gegeben, [41] 2.5. Aus dem An-
fang der exakten Cohomologiesequenz

ey Ho(Ulr\UkQGL(n+1,C)w)-——>Hp(U A U, ,PCL(n,C) ) —

s (U Rl C = T

k9
zusammen mit den Vertriglichkeitsbedingungen filir die Ekl
(siehe [41] 2.5.(19) ) entnimmt man, daB g, , durch éine
Matrix beschrieben werden kann, deren Elemente Polynome

bﬁj<z) sind. fdus den Vertriglichkeitsbedingungen und der

Tatsache, daB die holomorphe Abbildungen sind, fol-

g
gen dann die Bedinguiéen grad b. j(z)g;aj - a; -

i) Um die Surjektivitdt von Aut( z:) S Aut(P ) zuv zeigen,
genugt es zu zeigen, daf Bild T u trans1t1v auf P,I operiert.
Dies sieht man so:

a) Durch hobh;1(zgw) := (az+c,w) wird ein b elAut( > )
definiert mit 5§b(0) = C

b) Bei der in 4.1.9 betrachteten Einbettung E:CIH><P2n
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wvird von der Abbildung, die durch

|

b f
Vs o W o s

(e v 5
S0 e 0 X041

definiert ist, ein Automorphismus b ¢ Aut( z:) induziert
mit X b(0) =co . a) und b) ergeben die Transitivitdt von

A
Bild %W . Die Ubrigen Behauptungen folgen trivial aus )72 9y

4.2, Cohomologiering, Chernsche Klassen, X.=Charakteristik

Cohomologiering und Chernsche Klassen kénnen mit verschiede-
nen Methoden berechnet werden. So benutzen wir beim Beweis
von 4.2.1 eine algebraische Zellenzerlegung, beim Beweis von

4.2.4 die Aufspaltungsmethode.

s , — P, sei die Bindel-Projektionsabbildung,
/‘!9009 n

h € HZ(P1QZ) sei das positive erzeugende Llement, ¥V := T *h
und g € Hg(E:SZ) die duale Cohomologieklasse einer Faser
PnC > . Dann gilt:

Delie s cey 0Ogign} ist eine Basis fiir H*(2,Z) 11)

ii) €n+| = z:ai €™y und V2 =0 .

Beweis: Unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB jede Hyper-
fliche H in P, x P, mit der Gleichung Zuixi )

bzw. Zviyi =0 und 2 ¢ H auf 2. einen effektiven Zy-
kel mit der dualen Cohomologiecklasse € bzw, Y ausschneidet,
folgert man Satz 4.2.1 aus 1.2.1 , 1.2.3 mit Hilfe der folgen-
den algebraischen Zellenzerlegung: Die Zerlegung besteht aus

einer (2n+2)-Zelle, je zwei 2j-Zellen (1gjgn) und einer
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O-Z%elle. Die abgeschlossenen Hiillen der Zellen sind irre-

duzible Untermannigfaltigkeiten von E:a e Es seien
(I

B hzviee B idaesdureh Saei =m0 bz s sl = el
o] T o 2i-1 2i+2
(1 <i<n—1) gegebenen Untermannigfaltigkeiten von Z , und

F die Faser von 2 iber ia= O . Dann sind die abgeschlos-

‘o

Die 0O=Zelle ist natiirlich

enen Hullen der beiden 2j-Zellen: EO Ia) onor\En . bzw,

REAE A e
(0] Y

n-j=1 °
ol s ciny 0 5
& n+1 o n
ii) DaB g = Z:ai £V 1ist, sieht man, indem man die
Kurve E mn B, A soon B mistarders durche ot ——iex
0] 1 n-1 2 2n-1

gegebenen Untermannigfaltigkeit schneidet. Man erhdlt dann

E:ai Schnittpunkte, ndmlich iiber den Punkten von P1 mit
2dy L
(ra/3,) = 1.

Bemerkung: 1) Mittels einer anderen geeigneten Zellenzer-
legung kann man leicht folgendes beweisen: Es sei Ti die
durch Xpi_ 4 = 0 Xpi = 0 gegebene irreduzible singulari-
tdtenfreie 1-codimensionale Untermannigfaltigkeit von

J§:a1go°9an » T, = c(Ti) die zugehdrige Cohomologieklasse.

Es gilt:

i) s e o e =150 sn

oAl J
ii) {19\)9HH (s s V[| T
j_:

5 soioaE 1,0,,n} ist eine Cohomologie-
i=1

basis.

iii) () T. ist eine irreduzible singularititenfreie Kurve

i=1 Al L
mit Cohomologieklasse || ti ; E\l'fi = 0 . AuBer
im Fall E: — BaaP wird sie durch jeden Auto-
0,00,0 1 n
morphismus von in sich transformiert.
Ba9ees8

iv) Im Fall n=1 ist T1 ein Zykel mit negativem Selﬁst—
schnitt. L19 01) = =a1

2 )3 gestattet offensichtlich eine algebraische
Oliais .00

Zellenzerlegung, deren (2n+1)-Geriist (P1><Pn_1)\Jan ist,



wo f die Anheftung mittels Identifikation einer Faser von

XD mit einem P, C P bedeutet. Da jede 2 -Mannig-

n-1 -1

faltigkeit homdomorph: zu einem E:O s ist (siehe
9E2£053 2
4.3.1), folgt hieraus bzgl. der oben beschriebenen CW-Struk-

b ok e E:a , Sind vom gleichen (2n+1)-Typ
19009 n

im Sinne von J.H.C.Whitehead (Combinatorial Homotopy I)o

Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise werde eine Basis von

H*( E:a > ;Z) eine g-Basis genannt, wenn sie von der
19""9 n

Gestalt { €%, €D , O<ign; &,V eHQ(Zgz)} ist
und wenn gilt: 9’2 =0 ; En” - q&"™ = 0 . Dann folgt
aus 4,2.1 durch triviale Rechnung:

Korollar 4.2.2.

Fir > mit Zai = r(n+1) + q , O<qcn, in>0

SEEE
1% e

sei &€ ,V wie in 4.2.1 definiert. Dann gilt

f i
i) Durch & , V wird eine g-Basis erzeugt, wobei

Gl 10

ii) g', y' mbgen eine g-Basis erzeugen, 0gLqggn . Dann

erh8lt man alle weiteren s-Basen mit Ogsgn durch

E“ { :
<vu> =.A<ih> ;, wobeli A eine der nachstehend auf-

fiihrten Matrizen ist:

a) q=0 und n>1
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¢) g#0 und n>1
<1 0 ) (—1 1 )
i o ;
0 1 0 1
Die an zweiter Stelle aufgefﬁﬁrte Matrix fiihrt auf eine
(n+1-q)-Basis.

d) q#0 wund n=1

c

iii) H*( X 32) = BX (X,

BV o B
Jeadloii iy

Zai;— iZbi (e

- ;2) , genau venn
19°°9

Beim Beweis der néchsten S&tze werden einige mit der "Auf-
spaltungsmethode'" zusammenhdngende Tatsachen benutzt, die im
folgenden zusammengestellt sind: ( [2] §§ 6,7,15: [18] § 13)
Es sei E) ein holomorphes Vektorraumbiindel mit Faser Cn+1
Uber der komplexen Mannigfaltigkeit Y , E.—Y das asso-
ziierte GL(n+1,C)-Prinzipalbiindel. X := EE,/GL(1,n;c) ist
ein holomorphes Faserbiindel (X,?E,Y;Pn) mit Faser Pn .

‘CX bzw. tY sel das komplexe kontravariante Tangentialbiin-
del von X bzw. Y , T,. das (komplexe) Biindel entlang den

f
3 . O~ . - g
Fasern. Die Beschrdnkung von C auf eine Faser ist das

kontravariante Tangentialbﬁndelfvon Pn . Die Strukturgruppe
von.ﬁf*g kann in natirlicher Weise auf GL(1,n:C) reduziert
werden ( [18] 3.4.4). T* € hat also in natiirlicher Weise

ein holomorphes Geradenblindel n als Teilblindel. Q induziert

auf jeder Faser Pn von (X,7 ,Y) das Hopfsche Geradenbiin-

del ; ;

Beim Beweis der folgenden Sdtze bendtigen wir:
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Lemma 4.2.5%-

Es gibt die folgenden exakten Sequenzen:

( —» T — T, —T*T, —
(1) 0 C. Cy TG 0
(11) Ol i =gl ke e @ Ui O

& = ; % % S 2 o S an
Hieraus ergibt sich sofort mit Y := P1, g-g D so @E; 9

R

B p0e08

Sadizs i 254,

Fir E:a seien £,V € H2(§:9Z) wie in 4.2.1 de-
SRR

finiert.

i) ° Fir die totale Chernsche Klasse gilt

oz ) = Gev)? 11 (rE-ay )

qise2an i=0

ii) Die Chermschen Zahlen sind fir alle % .
2

5
gleicher Dimension dieselben. 1 7

iii) Es sei Zai = r(n+1) + g Og'q.gn . Bezliglich
gliois e oyl eyl =y gilt:
o e (1+v )21+ 801+ el-a V1)
stz o el el

Bemerkung: Der Ausdruck in iii) stimmt genau mit dem fir

c( E: ) bzgl. der Basis von 4.2.1 Uberein.
(Bl¢] i+ 00 0]

Beweis: Nach 4.2.3% (II) hat man eine exakte Sequenz

0— 1 — rt”@ W o> '*cf—-%o
o . /
Also o T.) = o(nN® Trg ) =c(n @ (X*rEee .. &X* & 0
n a -
also nach [18] 4.4.3 o(T.) = i|=‘o (1-c,(n ) ”{%61(; L

Bestimmung von 01(Q gt Tael s Pn'Q‘Z: die Injektion einer
Faser, g(EHZ(Pn,Z) das positive erzecugende Llement, so gilts

i*(we +fv ) = g und i*%(Yz) = Cq(i%rl) = -g , also



s

y bl : e ; ~ -
c%(rl) = £ +r3v Y Bsidst ﬁ = 0 , Denn es ist ¢f cf) =
Tbr (1+ e- (ai+15)\)) und wegen Rang T =i ol

f
i=0
. 1
O=Cn+’l( Lf) el ( Zai+(f)(n+’l)) Ea ,'S(n+1) i
mithin f3= 0 . Also ergibt sich c('tf) = (l (1+ €-a, Vo)

i=0
womit wegen 4.2.3 (I) die Behauptung i) bewiesen ist.

ii) und iii) folgen aus i) durch triviale Rechnung.

Ls seil ‘E ein holomorphes Geradenbiindel iber E:a 5
& i 19°°9n
.mlt c, § ) = k,e+ k,y . Dann gilt:

ez

n n+1

T B ) = (n+k1> (GE3S Zai<n+k1)

P

Beweis: Man wendet den Satz von Riemann-Roch an. Die ein-
zelnen Rechenschritte werden im AnschluB an die Rechnung
erldutert. Zur Abklirzung werde gesetzt Q(x) := x(1=e—x)m1,

@ (x) = & a0 = xlal) -« e (a(x))°

If

() (i) + (e (Q(E)~Q(E)8v))

k n+1
(n+k >(1rk ) + §: 8, Boeff iy Hmiis 5 (a(x))

n \J"

n i k1x o
=% a; coeff. x in e (Q(x))" Q' (x)
i=0



ok

n n (k "“‘])X 10
% a, - coeff P in e ! (Q(X)?
=0

n+k
1
< 2 )(1+k2) +

i

—J

° (n;k1>(1+k2)-+ ﬁi ‘., <n+k1)

520 T

Erléutefungen:
15 Dies folgt sus 2.1 i), 3i) uhd 2.4.5,
2. Dies folgt aus VE S0 und Q)= 4 % e
3. Wegen V2 = 0 brauchen hohere Potenzen von VY nicht berick-
sichtigt zu werden. d L
4. Der erste Term ist (1+k2) o s ] (Q(x)) ;
n#
)

(1+k2) :X(Pn,k{g) . Die Berechnung von ‘XﬂPn,keg) = ( 5

wird als bekannt vorausgesetzt.
Der zweite Term ist wegen y2 = 0 eine abgebrochene Taylor-
entwicklung-
Anwendung von 4.2.7.
6. Dies ergibt sich durch Einsetzen von Q'(x)=x=1(Q(x)—e_XQ(x)2)

Tyl e (e

Der Ausdruck fir )((E:,g ) ist bereits in [32] ohne den

Satz von Riemann-Roch hergeleitet worden. Dort werden allge-
meiner Bilindel mit Fasexr Pn iiber kompakten Riemannschen Flachen
betrachtet, ohne daB auf Klassifizierungs- oder Konstruktions-
fragen eingegangen wird (abgeschen von trivialen Bindeln).

Eine Konstruktion, die alle EZ—Fléchen liefert;(und die sich
sofort flr §;—Mannigfaltigkeiten verallgemeinern 148t), ist
jedoch schon von Corrado Segre angegeben worden in ''Recherches
générales sur les courbes et les surfaces réglées algébrigues",

II. Partie, no.4, Math.Ann. 1889, Band XXXIV. (vgl. auch [43].)

Lemma 4.2.3% fiihrt auch zu der folgenden Berechnung der Coho-

mologiegruppen Hl( 2:9C)) , die fiir die Theorie der Deforma-
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tionen von E:wMannigfaltigkeiten wichtig ist (vel. § 405)0

Lemma 4.2.6.

Y sei eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, ‘g ein holo-
morphes Vektorraumbiindel iiber Y , I : ¥ —Y das Faser-
biindel der Geraden in den Fasern von E 5 tz das in natilirlicher

Vieise gegebene Teilbiindel von Tt*‘i (siehe 4.2.3). Dann gilt

Hi(X,'iT*E ® Q"“) ’;’Hi(Yg E@g*} :

Beweis: Es sei O ﬂf*‘g'éb Q'1) die Carbe der Keime holo-
morpher Schnitte in W* € ® Q}n1 . Bs wird gezeigt werden,
daB die Bildgarben W( O (T*g ® Q=1)) fir q>0 ver-
schwinden. Daraus folgt H (X, T*g @7 -1) =

Hi(Yg fﬂ'i( © (UT*E & Q#’I))) . (Bin direkter Beweis hierfiir
wird in C[9] Satz 6 angegebeno) Ferner wird gezeigt werden,
dag: g O (’E*g ® Q”) = (0 EO® g*) , und damit ist
dann 4.2.6 beviesen.

Aus 4.2.3 II erhdlt man durch Dualisierung die exakte Se-

gquenz
=il e LN % * aii—%
OH]’Z @ CF 2 I g ~—>Q 0

und durch Tensorieren mit Tt*g

B lores & nL"’1 3 G 4‘;‘(*(@ ® Z*) 47‘(*% ® 'rt” —0
Zur Berechnung der gq-ten Bildgarben betrachte man die Garben-
daten Hq(7f_1(U) ; T:*:E ®f[4) iber solchen offenen Stein-
schen Mannigfaltigkeiten UC Y , fir die E|IJ trivial ist,
so dafl es eine fasertreue biholomorphe Abbildung

ne T UxP. gibt. Ist p: UxXP —> P die Projek-
tion, Jj := peh, A das triviale Bindel Pn><CnH', E,das



- 44_

Hovfsche Geradenblindel ilibex Pn und T das kontravariante
Tangentialbiindel, so gilt:

- -1 .
T*E ® 0 '@ T*f'IT((U)%‘ (A ® o) "o T#)

Hieraus folgt nach einem "Kiinnethschen Satz" (siehe ZoB.

[5] 11.1 oder [3] p.104)
BT (), Trg @ 0@ TH) 2 %(u,0,) @ 1, heC e TH)

Nun ist sber
1 n+1 1
e e e S e S T 0

i =]

nach Bott[ 5] Proposition 14.4.

Durch Beschréankung der obigen exakten Sequenz auf Tfr1(U)

erhdalt man damit sus der zugehdrigen exakten Cohomologiese-
c e ) e ) s e g e G )

Da U *( EQ E*) trivial iiber '3_1:@1(U) ist, folgt hieraus

wieder nach dem Kinnethschen Satz wegen hosq(Pn) = 0 ST
>0 sy o1

: BT (o), tre @) 0

Mir g = 0 ergibt sich

.
=

B( w7(0), Teg® 7Y = (W7 (), T E @) -

AR E®g *)
(siehe hierzu [18j po174)s Damit ist aber bewiesen

T (O(T¥een™") = O (g ® g*)

Aus der Tatsache, daB die Chernschen Zahlen fiir alle

§:=Mannigfaltigkeiten die gleichen sind (40204)9ergibt

sich X( Zawo”a ;0 ) = (n+’|)2+2 = X(P1XPn’@) :
1

Die Gruppen Hq( 50

- i ® ) 1lassen sich genau berech-
goo 09 ;

n
nen., Das Resultat ist:
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tzv402n7°
® sei die Garbe der Keime holomorpher Schnitte im kontra-
varianten Tangentialbiindel von E:a L Es gilt (mit & i
% 19°°9 n
S i OF . N (a~a+1)+2
SR iy
1 n aI>a.
O<1,J<:n
s 1
id) o H ( Z z (5 oy -1)
B e
i n 8.>8-
J
Ogllsn
143) mA s @) =0 filr a>1 .
Bag0098

a a
Beveis: Mit & =g e & T gilt

I{O(Pq, g ® 1;”“) = Z (aj-a.H)

a>a

Hq(P19§§ ® Eg*) ;Z (a =g, —1)
q(P19‘§®§'*) L0 fiir g >1 .

Diciait O el *-—->'TL‘*§ ® T’L ! “—>"C'f —> 0 gehorige exakte

Cohomologiesequnez liefert zusammen mit 4.2.6 wegen
BT SRS R Gl

: 0 S
dlmH(E_VLf)=d1mH PyE ®E*)

e A 9 . .
dlmH(Z9cf)_d1mH 19§®*§ %) fir q>1
Difel Zus: ) imep> Tf"'”—> ‘Cz———> 7" Cp'*ﬂ" 0 gehdrige exakte

Cohonmologiesequnez liefert dann zusammen mit

H1< Z 9T(€<*TP ) Hl(P49tP )9 dim HO(P'HPC ) =
{ ' 1 : P'T

dim Hq(qu'CP ) =0 fir >0 und mit Satz 4.1.10 das Resul-
1

tat, wenn man noch berlicksichtigt, daB fir eine kompakte kom-
plexe Mannigfaltigkeit X HO(X9 Eﬁ) in natirlicher Weise
isomorph ist zur Liealgebra der Automorphismengruppe von X

(siehe z.B.[23] , Satz 1).
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A B Differentialtopologische, analytische und

birationale Klassifizierung

Satz 4Q3010

S o ' und 2 sind biholomorph &qui-
8. 90098 190 0ii e erlon
i n 1 n
valent, genau wenn a; = bi St Al el
i3) Eza oo U W ss e sind zueinander diffeo-
1 BEn) 1 n
morph, genau wenn z:ai + E:bi = 0(n+t1) -
S und > sind genau dann orientie-
s et 100 g0
(i n 1 n
rungstreu diffeomorph, wenn entwveder E:ai - ZZbiEEO(n+1)

oder wenn n gerade und Ziai + §:bi = 0(n+1) .

E: -Mannigfaltigkeiten, die nicht zueinander diffeomorph

sind, sind von verschiedenem Homoctopietyp. (Vgl.jedoch §402)
iii) Ist n gerade, 2a, + Zbi = 0(n+1), Ya, *£0(n+1), dann

sind also Z 5 Zb

orientierungstreu diffe-
CPRRREL

Sl o)
i Zoiy

omorphe Mannigfaltigkeiten mit gleichen Chernschen Zahlen,
aber wesentlich verschiedenen Chernschen Klassen.
iv) Alle Eia - sind biratiohal &quivalent zum projekti-
0502050
n

ven Raum P aus dem gie sich durch abvechseln-

n+1’
de Anwendung von ¢ -Prozessen und inversen 6 -Prozessen

erzeugen lassen,

Zum Beweis: i) wurde bereits frither bewiesen und hier nur der
Vollstidndigkeit wegen aufgefihrt (el 4.1.8. iii) e

ii) Zundchst werden die E:—Mannigfaltigkeiten als stetige bzw.
differenzierbare Pn—Bundel tiber P,| mit Strukturgruppe
PGL(n,C) klassifiziert.

Die stetigen Blindel iiber P1 mit zusammenhdngender Strukfur-
gruppe G werden bekanntlich durch quiG) klassifiziert.

( [41] 18.5). Also ist H}(quGC) ;'qu(a) Q
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Bs ist ?TT(GL(n+1, G U7 rie Sich aus 3{1(SU(m)) =0
fiir m>1 und aus den folgenden beiden Homdomorphismen er-
gibt. 2

6L(m,C) =~ U(m) X R" (+)

U(m) ~ s' x su(m) (++) (vel. [611 § v,prop.3
und IXI, § XI,Prop.6.7)

Fiir (1) X ... XU{1) (m mal) ist die Zerlegung in die
Faktoren des zweiten Hombomorphismus gegeben durch
n i
i¢, o z e 0 i DIy
: 3¢

) g2

0

il

1
Es gilt also H (P19(U(1)>< 8 %{U(1))G) = H1(P1,GL(m,C)G)
< TFW(GL(m,C)) ¥ 7 , und der Tsomorphismus Hq(P15GL(m,C)C) =57
ordnet einem Blndel mit der transition-function

(¢
[ =

g (z)= o< oder mit der charakteristischen Abbil-
1,0 0 © ,Cnm

dung des Aguators, die gegeben wird durch

7

eic1? 0
! s .
i\ O elCm()O
m
die Zahl ZZ Gt E A
iz

Damit sind die stetigen Vektorblindel iiber P1 klagsifiziexrt.

Um die zugehdrigen Pn—Bﬁndel zu klassifizieren, betrachtet

man die zu der Faserung GL(n+1,0) — PGL(n,C) mit der Faser

C*¥ gehdrige exakte Homotopiesequenz

~—>?r1(c*) e foninT ) ——é’F1(PGL(n)) ——e'ﬁo(c*)

1
1K ¢ IR [

rRe bl —————lé Z _—> Z —s 0
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Die Abbildung )L1(C%)-——éit1(GL(n+1,c)) entspricht der Multi-
plikation mit (n+1), wie aus dem gerade Uber den Isomorphismus

H1(P1,GL(m9C)C) 7 gesagten hervorgeht. Hieraus folgt:

Lemma 4,52
y : : e : s
S v sind als stetige Biindel mit Struk

i) >
1 n il n o
turgruppe PGL(ngc) isomorph, genau wenn E:aiEE Z_bi(n+1)o

ii) Sie sind auch als differenzierbare Bindel mit Strukturgruppe

PGL(n,C) disomorph, genau wenn E:ai EEE:bi(n+1)o

Zum Beveis von ii): Man hat das folgende kommutative Diagramm
mit exakten Zeilen:

—> Hz(P1,C*)

150 1 1
H (quog)——e H (P1,GL(n+1)d)-+ H (Pq,PGL(n)d) '

PR

H?(P cg)——>1ﬂ(P19GL(n+1)C)——+Iﬂ(P PGL(n)G)——>H2(P190§)

i 1

Aus  [18] § 4.1.b folgt, daB hy,h, bijektiv sind. Ferner
ist H2(P190§) = H2(9190§) = 0 vegen Hj(Pq,Z) =0 (vgl.
[18] § 3.83 )4 Algoist h5 bijektiv, was wegen des Klassi-

fikationssatzes [18] 3.2.1 die Aussage ii) ergibt.

Mit Lemma 4.3%3.2 ist der Teil von 4.3%.1 ii) bewiesen, der sich
auf den Fall Z:qiEE z;bi(n+1) bezicht, da ein Isomorphismus
von differenzierbaren PGL(n,C)—Bﬁndeln natiirlich ein orientie-
rungstrever Diffeomorphismus ist.

Bemerkung zur Orientierungstreue: Der fir P1>< P2n durch
(yo’y1sxog°°’x2n)“_—>(yo’y1;§o’°°’f2n)

definierte Diffeomorphismus induziert einen Diffeomorphismus £

; . ' e
von z:a190D,anc: P1 X P2n auf sich mit f* g = '-g

f* vy = -4y . £ erhdlt die Orientierung, falls n ungerade,
und kehrt sie um, falls 1n gerade. Ahnlich wie in dem Beweis

von 2.2,3 zeigt man, daB fir n ungerade jeder Diffeomorphis-



mus von ng - auf sich orientierungstreu ist, auBer wenn
el

2 E:ai = 0(n+1). In diesem Fall existiert ein die Orientierung

umkehrender Diffeomorphismus von Eia : auf sich (soun)u
1900-).4n

Der Fall E:ai +y§:bi = 0(n+1): Es seien ¥,1¥, homogene Ko-

: =

s A yuf P B 4 s :
ordinaten auf P,, U, := { (y09y1) € Py, % O_}, z t= ¥V,
Fir die Punkte des Aquators ist z = e '¥ . Man betrachte das
Biindel 2 mit der transition-function

CPRRR LN

G el :

1,0 LO . zan

und das differenzierbare Pn-Bﬁndel 5: mit Strukturgruppe

PGL(n,C), das durch die transition-function
r z° 0 \\
T z) = -
\2Z
20 0 ~§anJ

gegeben vwird. p: E:——% P1 bzv, D z: ——9P1 bezeichne die

Bilindelprojektionsabbildungen. Es seien

(759995 X oaenx ) Dbzwe (¥ ,¥,; X!

3]
St bzw
O? 2 n) 2

(yo,yT; wo9°°°wn) bzw. (yo,yq; wé,no,wg)

bihomogene Koordinaten fiir p-q(Uo) bzw. p‘1(U1) bzw,
a.

] == . o 1

D (UO) bzw. P <U1)’ so daf uber  U.;m U, %l = 25 xg
as

und wi - W gilt. Dann wird durch wi(x)-:z f; bz,

wi(x*) = X! offenbar ein (fasprtreuer) Diffeomorphismus

>~ definiert., Dieser ist orientierungsumkehrend fiir unge-

rades n . Die charakteristische Abbildung des Aguators von P

e I

ist filir El gegeben durch
-ia.t B
Sl e

., !

. ~ia ;

0 - n‘fJ}
Das heiflt aber nach dem Vorhergehenden, daB E: orientierungs-

treu diffeomorph ist zu allen E: mit
b’]googbn
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Zb, +2a, =0(n+1), voraus sich mit DRDT e o

DaB filr Zai aE Zbi $O(H+'I) Za1goc,an g ZbT9009b11

verschiedenen Homotopietyp haben, folgt trivialerweise daraus,

daB dann schon die Cchomologieringe verschieden sind (402Q2 iii))o

Bemerkung: Dafl fiilr ungerades n und Z:ai 3 Ejbi E.O(n+1)
Zai - zbi $O(n+1) Za'i“”an und wa . nicht

ol

° 9
orientierungstreu diffeomorph sind, hédtte man auch mit Hilfe von
2.1.6, 4.2.2, 4.2.4 und 4.2.5 ohne Kenntnis des orientierungsum-

kehrenden Diffeomorphismus E: ; = E: beweisen
Bay008 b“ouqbn
konnen,

iii) DaB die Chernschen Klassen wesentlich verschieden sind,
heiBt, dafl es keinen orientierungstreuen Diffeomorphismus der bei-
den Mannigfaltigkeiten gibt, der die Chernschen Klassen ineinander

uberfihrt, Dies folgt aus 4.2.2 und 4.2.4.

iv) Die Behauptung ergibt sich aus der folgenden genaveren Aus-

sage:

H& e gy = 0s=2g a, R S a s ek iy
o< 1< < s'< s+1s S8y

Z = bzw. Z

a19ng, aq,oo,as_1,as+ 1?as+1909,a

igh I

« = . o - . o | | :3‘ .. "
gseieén wie in 4.1.9 in P,l X P2n bz, P1 X P2n eingebettet,

o SR ey bzv, nalgnti i e ot seien bihomogene
<°O/y']’ 09 9 2n) (;109:,«" 9 (! 2n) g

i
0
Koordinaten. Dann gilt:

Satz Jesio

Do > X =

a s
e%s e ron

durch die Gleichungen

& P F g doh
R 1,oo,an 1X 2n><P1>< 2n

Xi Xj = ook, X, = 0 T 20 =
i Sah A = : .
oM R S P S S A 0 0 tes s |
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o
i

definierte algebraische Mannhigfaltigkeit G ist der Graph einexr

birationalen Abbildung Eia‘ —— 5 : .

120098

n
G entsteht aus 2_8 durch monoidale Dilatation léngs
g9 00
der durch Vel Oy x,_ e 0 gegebenen Untermannigfal tigkeit
und aus 2 durch 6 -ProzeB im Punkt
e Gl e e e )
1 S n
Vil =0 el et (0 e B e
o i
(Zum -ProzeB vgl. [30] )
Beveisg: In 4.5.1 iv) wvurde behauptet, daB alle E: 5 sich
" r]?”"’)n
aus P erzeugen lassen. 4.5.3 zeigt, daB alle E:
n+ SAS e

i n
: : : 4
durch endlich wviele 6 —Prozesse und inverse 0 -Prozesse aus

b X Pn erzeugbar sind. Daraus folgt 4.3.1 iv), weil in
[30} Satz 15 gezeigt wird, daB man eine gemeinsame 6 -Modi-
fikation wvon P1 4 Pn Unds b erhdlt, wenn man einmal fir

n+1

P1;x Pn in einer Unfermannigfaltigkeit {Punkt} X anq den

6 -ProzeB durchfiihrt und zum andern fiir Pn+1 zuel 6 -Pro-

sse: in einem P und einem darin nicht enthaltenen Punkt.

2 n-1

©

Aus 4.5.3% geht insbesondere hervor, daf alle z:—Hannigfaltib-
keiten gleicher Dimension verwandte komplexe Riume im Sinne von

Remmert [34] Def. 10 sind. Ferner sind die trivialen Biindel

e = ; . : .

L‘o 5 als homogene Mannigfaltigkeiten komplexe Urridume,
93505205

d.-h. solche, die nicht durch eine eigentliche wesentliche Modi-
fikation aus einem anderen komplexen Raum entstehen kdnnen.

( [34] satz 16). Unter den 2 -Mannigfaltigkeiten sind die

2
ONE s o)

N i . : ; =y

L.mmFlachen ist das schon deswegen klar, weil auf Z:m flur

auch die einzigen komplexen Urriume. Fir die

m >0 eine Kurve vom Selbstschnitt -m existiert, und eine
solche nach [12] B.e exceptionell ist.
Allgemein kann man die Richtigkeit der obigen Behauptung durch

Verallgemeinerung einer in [15] 4.1 Dbenutzten Mebthode cin-



s

sehen: E: . ist nach 4.1.9 in einen P1 K P2n einge~
n

B o
‘]9 9
bettet. Bettet man P1>< P2n als Segre-Mannigfaltigkeit in

P4n+1 ein und projiziert anschlieBend auf einen geeigneten
P?n+1” so erhidlt man eine eigentliche wesentliche Modifikations-
abbildung
T: E: Sty Z: g
Bageesf IR
Genauer: Ei qegyte atne R BER durch
IR RRRL 1 2n
a. a.
v P -y P ox = 0 pegeben. Hs seien (2 ,..,2 )
0 21 -1 1 21 2 : ~ 0 Stetednd
homogene Koordinaten fiir P A 2: die durch
2n+1 B -
1 n
L+ - a, +1
Zai+1 ,ak . Za1+1 ; b . v . -
ok it Al o RO g e
gegebi?e Untervarietdt von P2n+1 :
N & Z‘a sei die durch Z. = Q0 oz = O ddefinsence dln-
1

s e
z] 2 2 n B
tervarietdt von Z: ;  ebenso sei N die durch XL 0 gege-

bene Untermannigfaltigkeit von E: s Dureh

Z
6]

Io¥o 204 Io¥o4

S Fotl o ey

wird eine holomorphe eigentliche Abbildung T (ElgN)%é‘(Efgﬁ)
definierts T: Y - N =3 >° ¥ st viholomorph, aber

T: H— ﬁ ist offenbar nicht injektiv auﬁe? in Fall Eio,uaqo°
Brsetzt man N,N durch geeignete HMengen HN,N , so erhalt man
eine eigentliche wesentliche Modifikation ( E:,ﬁ,f ,ﬁ;iﬁ )

(siehe [55] , Satz 4). Damit ist also bewiesen:

Satz T

Alle E:—Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension sind verwandt.
Die einzigen komplexen Urrdume unter ihnen sind die trivialen

Bindel % ;
‘ ek iitine
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4.4, Komplexe Struktur und Diffeomorphietyp

Der folgende Abschnitt beschdftigt sich mit der Frage, welche
algebraische Mannigfaltigkeiten‘diffeomorph gind zu einer
z:nMannigfaltigkeito Es zeigt sich, daB eine golche Mannigfal-
tigkeit, falls sie noch einer gewissen wveiteren Bedingung ge-

niigt, schon eine z:—Mannigfaltigkeit ist.

Ls sei also Xn41 eine zu E:n diffeomorphe Kdhlersche
2 [=1 o o
/l 2 9

Mannigfalsigkeit.
Piir das Folgende sind einige Bemerkungen zur Wahl einer Cohomo-

logiebasis in H2(X 7) notwendig.

0+’
Unter einer ausgezeichneten Basis soll eine s-Basis (Os;ssgn+1)
. 1 n
{E e von HZ(X9Z) mit ¢ v [X] >0 verstanden werden,
Ls sei Zai = q(n+1) O< o< n:

Fir n gerade kann man, vie es im folgenden stets geschieht,

wegen der Existenz eines die Orientierung umkehrenden Diffeomor-

phismus von 2_8 - auf sich annehmen, daB X orientierungs-
SRR

treu diffeomorph zu E:a 5 ist. Unfer den zweli g-Basen
.41 9 o & 9
n

‘_F L) L . 1 - - Yo
von X [(bzwv. von 2 ) ist eine susgezeichnet (Vglo 402o2>c Ent-
sprechendes gilt fir die (n+1-q)~Baseno Fiir den Ubergang von der
i < ' \ ! -
ausgezeichneten g-Basis {6 Q)} »ur zusgezeichneten (n+1—q)-ﬁa—

5 f :
sis el i
it 1 ' 7 w_;f : e
Erdn= el Ny Wies e o dlicin 2 b e & cin orien-
. S e il

J iy
tierungstreuer Diffeomorpghismus, {53)} die ausgezeichnete a-Basis

vons X e gl RE(E Yece SRy ) eyl

Fir ungerades n genligt es wegen Satz 4.%.1 ebenfalls, orientie-

rungstreve Diffeomorphismen zu betrachten, denn wenn X zu

5 8 diffeomorph ist unter Umkehrung der Orientierung,
900 9L gl

SO i st E: orientierungstreu diffeomorph.
Oy060450,0+1-q

Auch hier gibt es im Fall n > 1 genau zwel ausgezeichnete Basen.
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Dies sind beides entweder q- oder (n+1—q)—Basen9 die sich

nur durch ein gemeinsames Vorzeichen unterscheiden. Im Fall

n=1 gibt es 4 ausgezeichnete Basen. Ein orientierungstreuer

Diff

eomorphismus Uberfilihrt ausgezeichnete Basen in einander,

ein orientierungsumkehrender nicht.

Bei Anwendung der in § 2 entwickelten Methode auf die

e

Mannigfaltigkeiten erhdlt man unter Benutzung von 4.2.2,

fispiin o

Lemma 4.4.1.

X sei eine Kdhlersche Mannigfaltigkeit uvwnd f : X

> 2
a

,Igcuga/

ein Diffeomorphismus, Zaj = q<n+‘|) 10 <£agno

cj(X) bezeichne die erste Chernsche Klasse von X . Hs seil

i)

i1)

n gerade
\
{Eqv} bzw, {E',V} bezeichne die ausgezeichnete g-Basis

bzw. (n+1-gq)-Basis.
Lishe 0p 2=t i st e by

1) 01(X>
O

Ist q =1, so gilt die Gleichung (1) oder (2) oder

(nt1) € + (2-q) Vv oder
(n+1) el 4 (2-(n+1=q)) v

e el
(3]

]

(@) e, (%) = (mg)ie - ¥

n ungerade, f orientierungstreu
{€,Y} sei eine der dann ausgezeichneten g-Basen.

Isbe g = A0 50 e1lp
(4) o, (x) = £ ( (n+1) € + (2-3)V)
Ist q =1 , so gilt Gleichung (4) oder

G 900 ot GRS« vk

n
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Es ist nicht bekannt, ob man die Mdglichkeiten (3) und (5)
im vorstehenden Lemma fiir n > 1 ausschlieBen kann. Die Mog-
lichkeiten (1) und (2) treten wirklich auf, das geht gerade
aus Satz 4.3.1 hervor. Bei (4) kann man die Doppeldeutigkeit
bzgl. des Vorzeichens naturlicﬁ nicht ausschlieBen, solange
man keine weiteren Einschrinkungen bzgl. der Basen macht. Das
gleiche gilt filr (5) im Pall n=1 , wie man sofort aus 4.2.2
entnimmt. .
Die eigentliche Schwierigkeit flir den Beveis eines Satzes
von dem Typ, daB eine zu einer E:—Mannigfaltigkeit diffeo~
morphe algebraische Mannigfaltigkeit X eine E:-Mannigfal—
tigkeit ist, besteht darin, daB man nicht weiB, welches die
positiven Cohomologieklassen von HZ(X,Z) sind. Fir die
Z:—Wannigfaltigkeiten hat man natiirlich alle diesbezliglichen

Informationen. Es gilt ndmlich:

Lemma 4.4.2.

Es sei {&,v} die in 4.2.1 definierte Basis von

2 :
e ( X ,Z2) ® 72 ® 7 . Dann gilt:
84 9 o ¢ 934
1 n
i} ae + bwv ist positiv, genau wenu a > 03b > 0 .

ii) Jedes positive Biindel iiber E: ist projektiv induziert.

Beweds: Sei a >0, b>0 ,

: o G :
h P1 X P2n P<2n+a) (1+b) - sei die durch
a i b =
DGt an el g G Xdioo xdh‘yﬁOy{ooo)
oltilions aon o 2n Gl

mit Hilfe aller Monome vom Bigrad ( > oLy E:{ZB; ) = (a,b)

definierte bireguldre Einbettung. J : > szt Sob
aqgoo,an 1 2n

sei die in 4.1.9 definierte Einbettung. Ist 0 das zu einem

Hyperebenenschnitt von P gehtrige Geraden-

(22+a)(1+b) i

b
bindel, so ist j*h*r? natiirlich projektiv induziert und
es gilt 01(j*h* q ) = j*h*<01(Yl)) - ag +by , womit be-

wviesen ist, daB alle at + by mit a>0, b >0 projektiv

induziert sind.
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Sei nun ag + by positiv. Wdre a <0 , so wire, da es
positive a'e + b'v mit a' > 0 gibt, auch v positiv
¢ [a8l 8.1, vas mig V2 = 0 unvertrdglich ist (1.2.2),
DaB auch b' > 0 gilt, folgt z.B. daraus, daBl es einen
effektiven Zykel mit der Cohomologieklasse &n— Eiai €anV
gibt. (§ 4.2, Bemerkung 1.) Wegen 1.2.2 gilt nédmlich

fae s U g s Zai &11—1\))[2] >0

Bemeriung: Pithrt man fiir jedes 2. GRamihe D
122038,

r(n+1) + g, O0<Laqgn , nach 4.2.2 i) die ausgezeichnete

Q-Basis {£XYQ ein, so ergibt Lemma 4.4.2:

i y g .
el ot by ist positiv, genau wenn &a>0 und b>ra .

Insbesondere existiert also fiir jedes Z:a o ein
Jlerst N

projektiv induziertes Bilindel £ mit 01(E ) = €' + by
Auf Grund dieser Tatsache ist die im folgenden Satz gemachte
Voraussetzung Uber die Existenz eilnes gewissen projektiv in-

duzierten Bilindels naheliegend.

Satz 4.4.3.

Xn+1 sei Kdhlersch und diffeomorph zu einer z:nMannigfal—

tigkeit.

{€Y} sei eine ausgezeichnete Basis von HE(X,Z), fiir welche
gilt cq(x) =a & +a vV omit a >0 . (Bine solche Basis
existiert).

Bs existiere ein projektiv induziertes Geradenbiindel E auf X

mit cq(E) S E bV beT]

Dann ist X eine E;—Mannigfaltigkeita

Zusatz (Andreotti): FPir n=1 gilt 4.4.% mit der folgenden
schwdcheren Voraussetzung: Es existiere ein projektiv induzier-

tes Geradenbiindel £ mit 01(§ ) =ag + by und a>0 .
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Beweis: Falls X = E;ﬁ igt nichts mehr zu beweisen. Dieser

Fall wvird im folgenden ausgeschlossen.

{E,V} sei die im Satz genannte Basis, §> projektiv indu-

ziert und c1(§ ) = € + by . Behauptung: b >0 und, falls

g = 0 oder g = 1 , b >0 . Beweis: ¢ sei die zu =X gehdri-
N

veder eine Quadrik noch ein projektiver Raum ist, gilt

Ordnung <b§(X) S 2 edidhy

(e + bv)m—’i [X] =g + (n+t1)b>2 . Daraus folgt trivialer-

ge HEinbettung in einen projektiven Raum (bg: X =P o Do X

weise die Behauptung.

Die im Satz genannte Basis {e.v} sei eine g-Basis. Behauptung:
01(X) = (n+1)E + (2-q) V .

Beweis: Nach Lemma 4.4.71 zusammen mit 4.%.1 braucht lediglich
der Fall q'= 1 , CT(X) = (n+3) € -y ausgeschlossen zu wer-
den. Dies geschieht durch Berechnung des (virtuellen) Geschlech-
tes einer Kurve, die auf ¢E(X) durch einen projektiven Teil-
raum geeigneter Dimension ausgeschnitten wird:

Es seid Wn eine Untervarietidt von X h W§ ihre duale Co-

n+1
homologieklasse, V die von (n-1) allgemeinen Hyperebenen

von PN auf ®é(§) ausgeschnittene singularitidtenfreie Flé&-
che, C die Kurve wnrﬂ V2 mit der dualen Klasse F e'Hz(V9Z)9
schlieRBlich K die Klasse des kanonischen Divisors von V2

und i : V, — X , die Inklusion. Dann ist (vel. [29] p.120)
0= i*(=c1(X) + (nm1)c1(g )) und flur das virtuelle Geschlecht

gilt

2] 1

- = i*(W*(W*=cT(X) . (n=1)c1(g 1)) [V2] + 1

= 2 e (uk-c (X)+(n-1)c, (£ )) (01(~§)>n“ el

Ti(e) = 3 B(Fek) [V
1

Speziell mit W* = 01(5 Y= € +by und 01(X) = (n+3)e - v
wiirde folgen:

TR0y = L (neA)e ey xnle stv)) Ce apyiiixd oo

( =3q -2nb+1) + 1 = - nb'< 0 (Fiividen)

Das ist nicht mdglich, und damit ist die Annahme c, =

(n+3) & -y zum Widerspruch gefiihrt.
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Aus (b) folgt:

n+k n+k
X<X”k1 B2 k2v ) =< 114) (1+k2> b q'(n+10

Fiir n>1 folgt dies sofort aus 2.1.6 und (b) zusammen

mit 4.2.2, fiir-n=4 folgt es uhmittelbar aus dem Satz von
Riemann-Roch, da die Chernschen Klassen c1(X) und

02<X) = dgy diesclben sind wie bei den 2 -Flichen.

Aus 1.1.35 folglt zusammen mit (a)9 (c), falls man setzt

k s= (nf?)bi+ q - 2

e R O

Behauptung : Jeder effektive Divisor D mit c(D) = ky
zerf8llt in irreduzible Komponenten, die alle die duale
Cohomologieklasse 1y haben.

Bewedig: Hs sei Wn eine Untervarietdt von X mit der du-
alen Cohomologicklagse W¥ = h1E + hzv . Genau wie in
(b) berechnet man fiir das virtuelle Geschlecht einer Schnitt-
kurve € wvon W mit einem geeigneten projektiven Teilraum
ﬁon;P 3

ey
pile) - = (hoat) (h o (nd(n-tiiby & oh, - )

Da C als Schnitt von W mit allgemeinen Hyperebenen-

schnitten irreduzibel ist, ist T'(C) >0 (siehe z.B.

e

[29j p.120). Daraus ergibt sich sofort, daB keine Unter-
varictéat wnc: Xoamaite s hzv . h2 > 1 existieren kann.
ibenso existiert kein irreduzibles Wn mit W¥ = th + hzv

h < 0. Denn aus f{(n+i)b +.q >2 , 0< q< n+] , folgt b0

{
bzwe b >0 flir g = 0 , also wédre wegen
(h gk i vike s E o el hq(q + nb) + n =0,
5 >0 faiie h1<< 0O , und aus diesen Ungleichungen ergidbe sich
h (g + (no1)b) + 2h. - 2) >0 fiir h < 0, also wire

1 2 1
I '(C) < 0 , womit bewiesen ist, daB keine Untervarietit W
2\) . h1-< 0 oder h1 = O und h2 ==
exigstiert. Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung (e)

~

1
n
(
mart. Wee = h1 i el

Aus (d) und (e) folgt sofort, daB die effektiven Divisoren D

mit dualer Klasse C(D) =y eine Vollschar |D| ohne Fix-
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komponenten und Basispunkte bilden mit dim ID[ =1 ailso

[ D] = P1 ;und dag fir D',DVe | D[, D' £ DY —edlh Dlev Dl = 0F
Also ist die Abbildung (D{D}:X-%lﬂl , die jedem xeX den
einzigen Divisor D'e (Dl mit xe D! =zuordnet, eine holomor-
phe Abbildung von X auf _P1f9 deren Fasern gerade die Divi-
soren von | D[ sind. Nach 4.1.1 ist also dann der Satz 4.4.5
bewiesen, wenn gezeighb ist, daB jeder Divisor aus |D| ein pro=
jektiver Raum Pn s {= i

Dies kann man folgendermaBen bewelsen: Ein Satz von Kodaira
besagts Ist;g projektiv induziert und { D } das Biindel, das
zu einem Divisor gehdrt, dessen Vollschar (Dl keine IMix-
komponenten und keine Basispunkte hat, so ist auch

Q i g ® { D } projektiv induziert. Anwendung auf die vor-
liegende Situation ergibt, daB es eine natlirliche Zahl b
gibt, so daB fir b >>bo die Klasse €& + by die erste Chern-
sche Klasse eines projektiv induzierten Biindels ist, und da-
her gilt nach 1.1.3 auBerdem, daB eine natiirliche Zahl b1
gibt, so daB & + bT‘) die erste Chernsche Klasse eines pro-

jektiv induzierten Blindels Q ist und daB gilt

Y (% € + by ) = dim Ho(xgq)
Vi e (b, +1) ¥ ) = dim uoir, N ® il ) .

Wir betrachten die zu g := Q—® {.D} gehorige Einbettung (b;

von X in einen projektiven Raum P_. , N = dim HO(X,Q ) -1

D'e [ D sei ein beliebig vorgegebeneﬂ Divisor. Die Gesamtheit
der Hyperebenen von PN , die ¢;(D') enthalten, bildet einen
projektiven Raum der Dimension HO(qu ) - 1 . Der Durchschnitt
aller dieser Hyperebenen hat die Dimension HO(XQS )GHO(XVQ )=1
—ne s o isaieh ais (o) ergibt. ¢g(D7) iat also der genaue

Durchschnitt dieser Hyperebenen, mithin ein projektiver Raum Pnn

Die Ausscge des Zusatzes wurde von Andreotti bewiesen ( [1]
p.59-66). Auf Grund von 4.4.1, 4.1.1, 4.2.2 kann man Andreottis

Satz leicht beweisen. Is gibt eine ausgezeichnete g-Basis



(a=0 bzw. g=1) , so daB 01(X) =2t + (2-q)V und daB eine
positive Klasse a& + by mit a > 0 existiert. Ist D ein
Divisor auf X mit dualer Klasse V , so folgt sofort aus 1.2.2,
daB der Spezielitatsindex verschwindet, und damit aus dem Satz
von Riemann-Roch, dass dimlDI;}H . Man zeigt wie bei Andreotti,
daBl Jede Kurve aus ]Dl irreduzibel ist. Man berechnet sofort,
daB das virtuelle Geschlecht der Kurven aus ‘Di gilie el Didedia s
|D| besteht also aus rationalen singularitédtenfreien Kurven,

und damit folgt wie im Beweis 4.4.3 (f), daB X eine ' 2 -Flidche
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4.5, Deformationen von z:—Mannigfaltigkeiten

e

Im folgenden benutzen wir die Terminologie der Arbeit von
Kodaira und Spencer itiber die Deformationen komplex analyti-
scher Strukturen. Beziiglich aller Einzelheiten seil auf [27]

verwliesen,

sty b

i) Jede hinreichend kleine Deformation einer Ei—Mannib-
faltigkeit ist eine » -Mannigfaltigkeit.

ii) Jede Kdhlersche Deformation einer 2 -Fliche ist eine

> -Fliche.

RBeim Beweis benutzen vwir 4.4.% und das folgende Lemma:

Hogin s oo
ap, :{ Vt“[te M} sei eine differenzierbare Familie komplexer
Mannigfaltigkeiten Vt » Fir oe M sei VO K&hlersch und

ho’2(Vo) = 0 . Ferner sei E ein projektiv induziertes Ge-

radenblindel tlber VO mit Hj(VO,E) =0

Dann existiert flir eine Umgebung U wvon o in M eine
Fortsetzung &£ —7/|U von E , d.h. eine differenzierbare

Familie & :{Et [0t e U} holomorpher Geradenbiindel E, f{ber

Vt mit Eo = E , derart, daB alle Et projektiv induziert

sind.

Beweils von 4.5.2: (vglu [27] § 15)

Nach dem Prinzip der Oberhalbstetigkeit (3.2.9) gilt

ho92(Vt) = 0 fir alle t in einer hinreichend kleinen Umge-~
bunga . Ul von o an M . Damat G5t [27] , pProp.1%.2 anwvendbar
und ergibt die Existenz einer Fortsetzung E —V|Ut . Wegen

der Oberhalbstetigkeit gilt H1(Vt9Et) = 0. furialle todn
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einer hinreichend kleinen Umgebung U!' von o . Dann ist nach
[27] theorem 2.3  dim H°(V,,E,) - dim HO(VOVEO) =t Nt

fiir  sv€ UIN. fund nach [27] prop. 2.7 st & u(v, ,E,) ein
te UM o
differenzierbares komplexes Vektorraumbiindel H iber U" und

der Vektorraum der differenzierbaren Schnitte in H 1st iso-
morph zu HO(VIU"; (QF(E)) , wobei (‘QF<6) die Garbe der
Keime differenzierbarer Schnitte in & ist, die auf jeder Fa-

ser V, holomorph sind. (Vgl. hierzu auch [10] .) TFiir eine

auf einen Punkt zusammenziehbare Umgebung von O it 1y
ist H|U'"™ trivial, und es gibt N+1 differenzierbare Schnit-

- o) , A :
te © yoney Py € B (Plunt; @E( £)) ~oso daf fur. U e UUL. die

Beschriankungen auf 7V, HO(VJC Et> eine Basis
U

5 Beor o PNt

von H(V,, 1t), bilden. Die Abbildung G : ¥V —P
(&)

durch (P (X) = ( e

eine holomorphe ulnbeutungc Daher gibt es wegen der Kompakt-

N ° die
(ende ?ogN(X)) definlert wvird, ist

heit von VO eine Umgebung von o e T gei dal man
jedem xe W/|U"" einen wohldefinierten Punkt (?)o(X)QDQ9Y>N(x
aus PN zuordnen kann, und daB dadurch eine differenzierbare
Abbildung Q)a :7)|U”"——9-PN definiert wird, deren Beschrénkung
auf jedes VJG holomorph und deren Beschrdnkung CDEO auf VO
eine Rinbettung ist.
Behauptung: Bs gibt eine Umgebung U wvon o ; UC U"" , so dafB
filr e U ¢Sivt eine holomorphe Einbettung, mithin EJE
projektiv induziert ist. Beweis: Zu zeigen ist nur die Injekti-
vitdt von ¢8|Vf fiir alle +t aus einem geeigneten U
(siehe z.B. [35] Satz 32). Gébe es kein solches U , so kdnnte
man zwei Folgen von Punkten  {x,} , {_yV} finden mit
Ky e, € Vtv ;, 8o daB die Folge {tp} gegen o€ M konver-
giert und {x,} gegen XE'V - {yy} gegen Y E€ V , und daB
¢%(xy} - Q%(yv) . Wegen der Stetigkeit von (bE und der In-
Jektivitadt von @ Ty wire x = y . Dies fithrt aber zu einem
Widerspruch, denn man kannzu jedem Xe'VO eine Umgebung W
von x in V finden, so daB flir alle t mit Vtm W= o
¢€{vtr\w injektiv ist. Diese rein lokale Eigenschaft von

¢E folgt unmittelbar aus dem folgenden Hilfssatz iiber diffe-
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renzierbare Abbildungen:
Hilfssatz:
U sei eine Umgebung des Nullpunktes in Rank s D U - R

eine differenzierbare Abbildung. f|(R"x {0})n U habe im Null-
punkt den Rang n . Dann gibt es eine Umgebung W des Null-
punktes, WC U , so daB fiir alle %t € RP  mit (Rn><{t})rxw == Of
f{R % {t})nW injektiv ist.

Beweis: (Vgl. Milnor, Differential Topology, Princeton 1958).
(X?,oanyxn;t19009tk) seien cartesische Koordinaten in RUx RS .
Bel geeigneter Wahl von Koordinaten (y1goggyp) in R? gilt
fiir die f darstellehden Fugktionep fi(xgt)

=
9%5100)?

Man kann ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen n = p

fi<090) =0, i=1;..,p, 9 i, = 1,.041

(da man f mit der Projektion (yOQOQOQyp)-—_>(yo9uo9yn9090090)

komponieren kann und dann die Injektivitdt zeigen kann). Es gibt
eine Wirfelumgebung W wvon (0,0) in B x B¥ , so daB fiir alle

(x,t)e W gilt
9 f. ‘ in f .

<

1 i {at

Det( ,axj !(th) )4:0 und fir alle 1, ‘52? ‘(xyt) ;

°

2n

Dann eilt Surilx, th, (X1 4)eW

may e (e b = B (!l bR l = max | x, - x! |
i:’h.-;%\ 1 9 i ’ o 0ol i.:":'-;n . !

Also ist fiir x fx' f£x,t) s £(x',t), dennsonst wiirde im

Widerspruch zur obigen Ungleichung gelten

Tax I fi(th) = fi(xlst) e & Xi' 3 pax| S
1=1,.,1 l=1,.:,1'1

Beweis von 4050101)
Voraussetzung: :={'Vt[ t € MA} sel eine differenzierbare Fa-

milie komplexer Mannigfaltigkeiten, und es sei Vo: E:a .
17 n

Es sei Zai = q(n+’|) s 0ggn , und [_E,\/} die ausgezeichne-
te g-Basis von HZ(Voyz) , 80 daB 01(VO) = (n+1) e + (2-q)v .

P

Eo sel ein projektiv induziertes Geradenbiindel mit HI(VO,EO):O

2
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CW(EO) - £ + by . (BExistiert nach 4.4.2) Nach Lemma 4.5.2
existiert eine Fortsetzung & ——>7J|U von EO filr eine ge-
eignete Umgebung U von o in M . U werde auBerdem als
zusammenziehbar angenommen, so, daf 7)1 U als differenzierba-

res Fagerbiindel trivial ist. i, : VtHFVW U bezeichne die

Tnklusion. Fiir teU gibt es einentorientierungstreuen Diffe-

omorphismus ft . Vt-—% VO , so daB 1 und ioft homotop
sind. Dann ist
2 e
B (Viv,2)
$ \\ ;%
10‘//4‘ \\\ ‘\‘lt
2 = 2
H (Vogz) SR (vtgz)

*
i

kommutativ., Ist gf das komplexe Biindel entlang den Fasern von

P|U , so induziert g auf jedem V, das komplexe kontrava-

t
riante Tangentialbiindel.
Is gilt also:

i¥(e, (£)) = ¢, (V) 18he (€)= e (B9

g = f%(& e W fi(v ) ist eine ausgezeichnete g-Basis von
Hz(Vtgz) o S0 . daB Cﬂ(vt) - (n+1) e+ (2-a)y", und fiir das pro-
jektiv induzierte Et Cj(Et> oy bv'g und damit ergibt
sich aus dem Hauptsatz 4.4.35, daB V eine E:—Mannigfaltig:

t
keit Zb ist mit 2 b, = q(n+1) .

1900ybn

4.5,1 ii) Man sieht leicht, daB es wegen 4.5.1 i) geniigt, fol-
gende Behauptung zu beweisens: 7/ =.{Vt oS <] } sel eine
differenzierbare Familie komplexer Strukturen, Vo sei kidhlersch
ung flle o b 2000 rge Vt eine Z-»Flélcheo Dann ist VO eine

Y -TFléche.

Beweis: {E.V} sei eine ausgezeichnete Basis von HE(VO9Z) mit
c,i(vo) = a8 + a5l a,>0 . Wie im Beweis von 4.5.1 i) wird

1 o Lo e ; : :
durech & = 1% 1§ E 4 V= 1? 13 Y eine ausgezeichnete Basis
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2 : e . _ I \ o
von H (VtQZ) definiert mit cq(Vt) =a g ta,y . Gabe
es ein projektiv induziertes Geradenbiindel EO uber VO
mit cq(ho) = bT £ + b2 Vs b15;0 , S0 gébe es fiur hinrei-
chend kleines t nach 4.5.2 auch ein projektiv induziertes
E* {ber V, mit 01(E1)=R(b¢5\+ bgvvu Das fuhrt aber fiir

t t

t>0 zu einem Widerspruch,da dann auf der §z~F1éche Vt

auch positive Klassen 015‘ + cgyl mit 01>*O existieren

und daher y' positiv wiAre im Widerspruch zu v'= = 0 . Da

92 = 0 algebraisch ist, existieren projek-

aber Vo wegen h
tiv induzierte Biindel auf V , also solche mit erster Chern-
scher Klasse b e + b v und b? > 0 . Damit folgt aus dem
Satz von Andreottl (4, 4 30 dal V eine Zi—Mannigfaltig—

keit dist.

Definition: Zwei komplexe Mannigfaltigkeiten X',X" sind
ineinander deformierbar (Kodaira sagt "c-homotop"), wenn es
eine differenzierbare Familie 7/ ={'Vt[ té]ﬁ} komplexer
Mannigfaltigkeiten gibt und t', t"¢ M , so daB X' bzw. X"
biholomorph &dquivalent sind zu Vt' bz, Vt” .

Dies ist eine Aguivalenzrelation ( [27] p. 337).

Satz 4.5.5.

i) Die komplexen Mannigfaltigkeiten E:a e EZb
(hoe

qoeosby

sind ineinander deformierbar, genau wenn

Ya. -2b, = 0(nt1)

ii) Insbesondere sind also fiir gerades n und fir
zai + Zbi = 0(n+1), Zai$ 0(n+1) die komplexen

Mannigfaltigkeiten E:a : E:b , Zvar
1900911 0091’1

orientierungstreu diffeomorph zueinander, aber nicht

ineinander deformierbar.
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Beveis: i) (yo,y1;xog039x2n) seien bihomogene Koordinaten
in PﬁXIP2n° t € (0 ein komplexer Parameter. Gegeben sei eine

Folge von ganzen zahlen

0 =aogaﬂgooo<an
Fir ein bestimmtes Indexpaar Jj,k sel ak;>aj + 1 .. m sei
eine natiirliche Zahl O<m<ak - aj . Man betrachte die in

P1><P2n><0 durch die folgenden Gleichungen gegebene komplexe

Mannigfaltigkeit P

=] Sy

i i .
yo Xoiq = Ty Xo5 = U ik, <R
,ak . : ap | : 8, ~a.-m g . +m . -
Yo ok 79 2k Io Iq Qs

U ist eine komplexe Familie komplexer Strukturen.

T
/ij' (P1X P2n

2_5 La fiir t#+ 0 aber diejenige E:—Mannigfaltigkeit9
s oo 08y

die durch die folgende transition function gegeben wird.

s {t}) ist fir =0 die Mannigfaltigkeit

f' 4 : '\
O
2 8 Q
-
: . 0.
b’:qo(z> = a.+m’ a,
oot 2 00 n o e (k+1)-te Zeile
O, 3 n ]
S 1 J
(3e1)=te Spalte.
Es gilt:
; a a, =a ,-m a . +m
0 £ } ( z 9 0 ] g K z 9 0
i =
& . +m d. a. =m
1 t“'z”?} T . kJ 0 % 0 ok
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Daher kann Vt beziiglich geeigneter Biindelkoordinaten auch

durch die folgende transition function beschrieben werden:

4
a
0 O
= 8, +m,
i) St 8em
L 10he zZ a

=Lo e

Damit ist also bewiesen:

Hilfssatzs @ HKs sed O<:m<:ak—a. und

O=a<mo<aj_1gaj+m<aj Lo 8 \ak—m'gaoogao

W
'

-
A\

(0] 2 £lias n
Dann sind und = >
Bl e CRAASE R S mhnk e S G e
19 2 n O? 9 J ? % k 2 2 n
ineinander deformierbar.
Hieraus ergibt sich sofort:
3 T und 7 sind ineinander defor-
Bl e e e
1 n 1
mierbar.
Denn es gilt: > c-homotop >
Bl oilsl e G
1 n 2 ri=di e ]
c~homotop ZZ und so welter.
Do o ;8 _+a, +a
ol i a2
e & ;
b) Fir s = r(ntl)+q , r>0 , O<Lgen , sind Zowogo,s
und EZ ¢-homotop.
¥ o o)y of
Denn nachdem Hilfssatz ist 2:0 o c-homotop
SRR 2
e
/= c-honotop E:
D S R () = opoa,r,r,r(n~1)+q S
c-homotop }_ ¢c-homotop E:
qeaek e S B ] 09009054 o

¢) Insgesamt ergibt sich: Ist zaiE q(n+’l) i 0<g=n ; 850 gt

> c-homotop > c=-homotop .
Bypoesd 0y-030, 3 a, : Zo,“go,q

Damit ist bewiesen, daB fir E:ai - E:bi EEO(n+1)

Z: ; und E: ineinander deformierbar sind.
a1,cogan b1,oo,bn

d) DaB fir Zai S b, $o(n+1) Za19”9an und
E:b b nicht ineinander deformierbar sind, folgt unter
125 2 am

Benutzung des gleichen Argumentes wie beim Beweis von 4.5.1 i)
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daraus, daB » und. 2 wesentlich verschie-
adjguo?a’n ‘b/lr)o_onb

dene Chernsche Klassen haben. (4.2.4 iii),)

2

ii) Die Behauptung folgt trivial aus tunds Sata A 301 110

Die fiir ein bestimmtes Pk im Beweis von 4.5.3 kon-

R ATO e
il iiam

struierten komplex-anaslytischen Familien von D3 ~Nann gfaltig-

keiten lassen sich als Unterfamilien von einer einizigen komplex-

i - 2 s 6. ] .,g 7
analytischen Familie =0 5 d = dim H ¢ Y a, o , © ),

\

smit Vo = Zé - auffassen, die im Nullpunkt von c® maximal ist,
f 802080 ol

Diese Familie soll im folgenden untersucht werden.

Im Fall einer komplex-analytischen Familie TV 251 bedeutet
Maximalitdt wvon 7/ in t € M folgendes: Es sei é das komplexe
Tangentialbiindel von 7/ - g“ das komplexe Biindel entlang den
Fasern, E{Q bz, F,E sei die Beschrdnkung von 'é bz, 6:

- € o G . Ll < il v
auf V., l{)t bz, ®t die Garben der Keime holomorpher

Schnitte in EJr bz, Ft » Man hat also eine exakte Sequenz

Ve S e PO o 0

Iy
Ferner 18Bt sich die Urbildgarbe bzgl., w \ V von dem Tangen-
tialraum (T, )., von M in 1t [ konstante Garbe: als Untergafoe

M6

To owon Ui G ; auffassen. Es sei I s = J e )

Man hat die exakte Seguenzg von Garben

und die zugehdrige exakte Cohomologiesequenz
*
LD B O om 0/ S ;
Q== H ::Vlhg C) i v [ “’:vm“;g I'*t-' e ey N-i:QTJG" L) l‘"-vtﬂ (®) L

e = 5 ; 5 4 S
Ho {7, TL ist kanonisch isomorph zum Tangentialraum ‘TM) 5

2
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Komposition dieses Isomorphismus mit  § ¥ liefert einen Ho-

momorphismus

1
s r SR
Oy ¢ (Ty)y—H (V,, @)
Definition: 7) heiBt maximal in 1t , wenn 9 & surjektiv ist.

Wenn dies gilt, mdge zur Vereinfachung der Ausdrucksweise 7/
eine fir Vt maximale Familie von Deformationen von Vt ge~
nannt werden.

In 4.2.7 wurde bewiesen: H2( Za . ,®) = 0 . Nach
DL )
Kodaira, Nirenberg und Spencer - [28] O

s aine kompakto komplexs Mannigtalbiskeit W mit EC(T50)
existiert eine fir V maximale komplexe Familie von Deformatio-
nen von VYV

Fir jede E:—Mannigfaltigkeit 18R+t sich leicht eine solche Fa-

milie angeben:

Satz 4.5.4
G : . : 1 \
Fiir ZZaAVQoga ist 4 &= dim H ( z:a e , 0 =
b n 1 n
T . Za (aims‘jm"‘)
1> J : :

0<i,jgn { wobei 8 i 0

Fs selen t. . , O0<m. .<a.-a., komplexe Koordinaten

1’J’mij i iy

: d s : :
gk (o (yoqu,xogocyxzn) bihomogene Koordinaten in P, XP, -

7/ sei die durch die folgenden Gleichungen in BB Cd

definierte komplexe Mannigfaltigkeit.

a. a.-a,-m,. a.tm,.
yolx.zi:f Z(Z i,3,m ol . y/!:] 1'3)}(23:0
iJ
O<m ij <@ - 3
e L e s
D ist eine fiir VO = z:a1n009 maximale Familie von Defor=-
n

mationen wvon EZ o
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Beweis: Da die Dimension des Parameterraums Cd gleich
el o ,®) ist, hat man nur die Injektivitdt von
3% nachzuveisen. Ferner ist fiir eine komplexe Unterfamilie
V! -—sM von |/—M das folgende Diagramm, in dem i,

die durch die Inklusion 1 & M' — M dinduzierte Abbildung der

Tangentialriume bedeutet, kommutativ.

it
(g s (2
\ /E’t
H (Vt”@t')
Daher geniligt es, folgendes zu beweisen: (ti S JEnCe = {O}
2 V] 1J

sei ein fester Punkt. Die komplexe Zahlenebene € werde durch

Cat — t(ti o Yeos in ol eingebettet. Dann gilt fiir
)3y s

die auf € durch 7/ induzierte Familie von komnlexen Struk-
turen ={ v teC J: &% : (v} T’)—aH (vi,®,) dist
injektiv. Wegen der exakten Sequenz *) ist dies dguivalent

mit der Aussage: Ho(vcﬂ),e peooi (vi,TM1) ist surjektiv.

Um die Surjektivitdt zu beweisen, geniigt es, da TTé Untergarbe
von P! ist, zu zeigen: HO(Vé,(DO)——e HO(Vé,\Pé) ist sur-
Jjektiv., Das zu 1Pé gehorige holomorphe Vektorraumbiindel Eg 1apt
sich durch transition functions wie folgt beschreiben: Auf 7)'
werden die offenen Mengen Ui . folgendermalBlen definiert:

?

Ui o e (yQX)éV'[yO,XQiqzo } 1=0,..,n

0,1
Uy o = { (ox)ell y,#0, x %0 ]
U ie P Grox)eli| 5i=t0, x5 o0 i o

Das System {_Uh i‘ bildet eine Uberdeckung von /¢ . Mit Hilfe
9 P
der bihomogenen Koordinaten (y09y1;xo,oogx2n) und des Parameters

t fithrt man in naheliegender Weise auf Uh 5 komplexe Koordi-
2
naten ein, insbesondere auf
-1 = .
Usiot As mi o s BER R, XS B Lol ans i b
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4

| -]
U : W=y s Ly A i (| Pt T
1,0 0 Iodq 3 kiR ? oot b

1%
L+ 1ist die Beschrinkung des komplexen Tangentialbiindels von
T et Vé - Die transition functions sind durch die Funk-
tionaldeterminante der komplexXen Koordinatentransformationen
gegeben, Sie sind, da in allen U, . % als letzte Koordinate

i
benutzt werden kann, von der Gestalt

wobei D fiur festes t die transition functions fir das

Tangentialbiindel von V% beschreibt, Wird daher ein Schnitt s

in Eé , also se_HO(Végiyé) , peziliglich der Blindelkoordinaten-

oo

ungebungen ] = Uh ir\Vg beschrieben durch (n+2)-Tupel
7

i
holomorpher Funktionen (s, . e S S il b il
i pm Sthice) ¢ h?1;n+1> ? g
U e g ; = R ; Al s —eialasih
hi i i ot ht,i!:n+1 h,iin+? ’ h,disn+1 (s)

= const, wegen der Kompsaktheit von Vé .

Die Surjektivitdt von HO(ng®O)_>H°(Végwé) ist bewiesen,
wenn gezeigt ist, daB fir jedes s¢ Ho(Véylpé) gilt e(s) = 0 .
Dies wirdnun folgendermaBen bewiesen: s sei bezlglich der
Koordinatenumgebungen ﬁogo bz, ﬁ1 = gegeben durch

S Pt c bzv. S ) ¢) . Wenn zur Abklirzun
S 050" 220 N ) ( ERaRd TR ) S

gesetzt wird

5

1k TSk o)
>d o<m, .<a aj 2 d oMy
( ~/ N
= also grad A. (z )<a, - so gilt in U U :
2 e o) i & o b ae
a, =1 ay 2l
gl i a T et Zili s Fimilng s ln et e S e e
et io i opo( O n) o 091( ol id i n> 5;7 13( o) J
1 -
Durch Einsetzen von 2z = w ., 2, =1y Wi od=d.. a0 n
0 ) i ) i
entnimmt man nieraus, daB filir ein i mit Ai J,zJ.:%:O 8US
0]
c+0 folgen wlrde, daB Sy 4 keine holomorphe Funktion von
i)
Wopoo W wire., Also ist ¢ = 0 und damit ist 4.5.4 bewiesen.
1
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Bemerkungen zu 4.5.4 : Die in 4.5.4 definierte lamilie be-
steht natiirlich nur aus E:—Mannigfaltigkeiteno Die '"Sprung-
stellen!" fiir die komplexe Struktur bilden anelytische Mengen

( [10] ). Besonders einfach sind die Verhédltnisse fiir die

2 -Tlichen. In der in 4.5.4 fiir 2 definierten Familie
kommen gensu die E:b mit bga , aeh — 0G2)s von Dol
einer hinreichend kleinen Umgebung nur diese vorkommen konnen,
folgt schon aus dem Prinzip der Oberhalbstetigkeit Gl v ]y,
Fiir > -Fldchen waren die im Beweis von 4.5.3 benutzten De-
formationen schon lange bekannt (siehe z.B. Atiyah, M.T,

Complex fibre bundles and ruled surfaces. Proc.London Math.Soc.

3.5er., Vol.V (1955) p.433).

Eine leichte Folgerung aus 4.5.4 und 4.2.7 zusammen mit

dem Stabilitédtssatz von Frolicher-Nijenhuis 1st:

Korolla;_4o5050

Die komplexe Struktur von E:a , ist lokal stabil
o
bezliglich Deformationen, ! - genau wenn aig;1

ABIne Al il s

Eine komplex analytische Familie T = {Vt|te M} heiflt voll-
standig in to , wenn es flr Jjede komplex analytische Familie
Tl e d v e MEL S, Purcdie Fie edn GGl eilb VL oW
eine Umgebung U von té gibt, so daB TJV‘U durZh eing ho-

lomorphe Abbildung von U in M von l) induziert wird.

Korollar 4.5.6.

Die in 4.5.4 definierte Familie. = ¢S dot vollstandip

im Nullpunkt von Cd :

Beweis: 4.5.6 folgt aus der Surjektivitat von Q . fir £t=0,
(Kodaira-Spencer: A Theorem of Completeness for Complex Analy-

tic Fibre Spaces. Acta math. 100 (1958).)
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Jede Deformation einer E:—Fldche ist eine E:—Fléche

Beweis: Wegen 4.5.1 geniigt es,folgendes zu zeigen:

7/ = { Vt l-1<ft<:1 } sei eine differenzierbare Familie kom-
plexer Strukturen und fiir t>0 sei Vt eine Z—Flécheo

Dann ist VO algebraisch.

Nach van de Ven ([42] Lemma 2.3 )genﬁgt es zu zeigen,dal auf
VO ein (nicht notwendig positiver) Divisor mit strikt posi-
tivem Selbstschnitt existiert. Ls sel E das Bilindel entlang den
Fasern vonrjz)9 6 die Familie von holomorphen Geradenbiindeln g:A\g
Fiir die Beschrénkung Et von }z auf eine Faser Vt gilt
><(Vt,Et) . 9 Cvgleod. 2. 4y 4,275 )5 Fur 120" folgt ang’ dex
Serre-Dualitit und dem Verschwinden der Plurigeschlechter der
Z.wFldchen dim HO(thEt) > 9.Daher ist nach dem Prinzip der
Oberhalbstetigkeit auch dim HO(VO,EO) > 9.Ferner ist
(01(Et))2 [Vt] = 8, und daher haben die zu den Schnitten in EO
gehbrigen Divisoren strikt positiven Selbstschnitt,womit

4.5.7 bewiesen ist.
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Anmerkungen

Mit komplexen RAumen sind komplexe RAume im Sinne von Serre mit abzéhl -

barer Basis der Topologie gemeint,

Untere Indizes bei komplexen Mannigfaltigkeiten bzw. bei Varietédten
bezeichnen meist die komplexe Dimension., Sie werden bisweilen fort-
gelassen, wenn keine Verwechslungen méglich sind. Komplexe Mannig-

faltigkeiten werden als zusammenhdngend vorausgesetzt.

Statt h®?%(X) wird oft h®’% geschrieben, wenn klar ist, auf welche

Mannigfaltigkeit X sich dies bezileht.

! Auf einer komplexen Mannigfaltigkeit Xn ist in natlirlicher Weise

eine Orientierung gegeben. Sie wird beziliglich lokaler komplexer
Koordlnaﬁen zj e x2jm4 it 1X2j , d=1.m o n wdurch dic Reihens

folge X, 50.005X definiert. Ist X kompakt, so bezeichne [:X]

2n
den Fundamentalzykel bezliglich dieser Orientierung. Ist A eine
Abelsche Gruppe, c<sH%(Xn9Z) ® A, so bezeichne c [X ] den Wert

des 2n-dimensionalen Teiles von ¢ auf X

. Ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit, G eine komplexe Liesche

Gruppe, so bezeichnet Gu)die Garbe der Keime holomorpher Abbil-
dungen von X in G. Entsprechend bezeichnet GC bav. Gd die Garbe

der Keime stetiger bzw. differenzierbarer Abbildungen,
abgeleitet aus der exakten Sequenz 0—7Z —A(QX———>C% =0

Die Idee dieses Beweises ist von A. Borel und wurde mir von

F, Hirzebruch mitgeteilt,

Mit einer meromorphen Abbildung eines (Serreschen) komplexen
Raumes X in einen komplexen Reum Y ist eine Abbildung von X in
die Potenzmenge von Y gemeint mit den gleichen Eigenschaften,
wie sie in [35) flir meromorphe Abbildungen normaler komplexer
Riume gefordert sind. [35] bezieht sich zwar nur auf normale
komplexe Riume, aber die zitierten Sdtze gelten allgemein (vgl.
Remmert: "Projektionen analytischer Mengen', Math. Ann. 130,

410 - 441 11956]).
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8 Die Indizes sind hier natiirlich keine Dimensionsindizes.

8/ HEs ist ferner vorauszusetzen, daf die Funktionaldeterminante tiber-
all Maximalrang hat. DaB diese Voraussetzung erfiillt ist, wird in

4.1.2 mitbewlesens

9; P, ist die einzige einfach zusammenhidngende homogene kompakte kom-
plexe Mannigfaltigkeit mit der Eigenschaft von 4.1.7 (siehe [22] ,

Theorem 5).

10/ Die Formulierung der Aussage Uber Automorphismen holomorpher
Vektorblindel Uber P, in [38] scheint eine Ungenauigkeit zu ent-

halten {Corollary zu 2.8).
19 | Fiir jede Cohomologieklasse b wird gesetzt bt 28T

12} Man braucht eine Aussage von dem Typ, daB flir zwei homotopie-
dquivalente nur aus geradedimensionalen Zellen bestehende CW-Kom-

plexe auch die jeweiligen Geriuste homotopiedquivalent sind.

13) Diese Schreibweise ist natirlich so zu verstehen, daB fiir ein

Indexpaar i,j mit a, - aj<< 2 gesetzt wird
<§_ aiwa.—miq a.tm, .
2 it el ) e
O<m. ,<a.-a8 1939mij o :
Tise el g e

14) Kodaira stellt in [27] fir Pn eine stdrkere Behauptung auf als
A2 B0 Tar Qn , namlich: Ist X Kdhlersch und die komplexe

Struktur von X eine Deformation von P, so ist X ein P .
n 71

-~ BEs ist m.¥. nicht klar, ob’'die stidrkere Voraussetzung von
3.2.8 notig ist. Jedenfalls gibt es Beigpiele fiir nichtkidhler-
sche Deformationen von projektiv-algebraischen Mannigfaltigkei-
ten. (H.Hironaka: An example of a non-kihlerian complex-analy-
tic deformation of kdhlerian complex structures. Ann.of Math.
75, 190-208 (1962). -

Bs ist m.W. eine offene Frage, ob es nichtkdhlersche Deforma-

tionen von P bzw. i
& Qn gibt
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Liste won Symbolen

Die folgenden Symbole haben, soweit im Text nichts anderes fest-

gelegt ist, im allgemeinen die folgende Bedeutung:

¢
C%
e %)
1
Gi"‘=§/
et 7}
Faas
5i

J
GL(n,CJ
GL{m,n,C
@X
Oty )
)

n 5
PGL(n,C
,(6)
Ul 0L
9 qi%,
GIlII'l

R
®

%
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Korper der komplexen Zahlen

multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen
i-%e Chernsche Klasse einer komplexen Mannigfaltigkeit X
i } I eines holomorphen Vektorbiindels

2(nur){XMZ) eines

i

duale Cohomologieklasse in H
r-dimensionalen Zykels Zr auf einer algebraischen
Mannigfaltigkeit Xn

Kroneckersymbol

allgemeine iineare Gruppe lber C

1 (a ih GL(n+m,C; mits a; wO falls i>m; jgm %
étruhtuvgarbe9 dohe Garbe der Keime holomorpher Funk-
tionen auni X

Garbe der Xeime holomorpher Schnitte iﬁ.g
n—-dimensionaler komplexer projektiver Raum

Gruppe der Xollineationen von Pn

Fundamentalgruppe von G

g-te Bildgarbe von O]bzgio A

m-dinensionale S1ngu1ar1tatenfrele komplexe projektive
Quadrik

Korper der wveellen Zahlen

Garbe der Keime holomorpher kontravarianter Vektorfelder
aur einer kompliexen Mannigfaltigkeit

uruppe der gangea Zahlen

Grupre der ganzen Zahlen modulo 2
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